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Conienani dei muvtttet théories ^ méthodes ^ formules pouf 
là réfotutionda Equations du fécond^ troifième Ç^qua^ 

' trième degri^ d* autres objets du Calcul ahfolument nou' 
veaux y la théorie très "fimple dé toutes lesTrigonomitrtes 
par Fanalyfe , la démonftration rigoûreufe du principe 
fondamental de Catoptrique ;' la partie agronomique du 
métier de ta mer ^ mfftf^ ^tr portée des commençants ^ avec 
des nouvelle^ formules très ^fimples pour ré foudre tous lei 
problèmes de Navigo - aftronomie , & la' théorie fur 14 
figure de la terrcé 
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AVANT -PROPOS. 



kjTucqês le plus prononcé «îans là fcîencd 
jlcul, a été la découverte faite vers lô 
milieu du XVI* fiècle , de la formule générale 
pour réfoudre les Equations du troificme degré. 
Deux favants de ce tems-là, C<sfr^^» &.TartagHa^ 
fe difputerent l'honneur d'en être les auteurs ; 
tnais quoiqu'il en foit, fans entrer dans leUrs 
querelles fur.cefujct, nouiS conviendrons du 
lùoins , c^ue ■ c^eft ^€ardan que nous avons 
Vobligation de l'avoir mife au Jour , ainfî que 
Jadémonftration. Mais ni lui , ni foncoopérat^eur 
Tartagliay ne purent prouver , & n'oferent mê- 
me aflurer que, dans le cas irrédu&îhlé^^ les 
trois racines font réelles ; quoique Cardan eut 
réfolu quelques équations particulières qui p*- 
roiflbient s'y rapporter, & oii lés difiicùîtés 
s'évanouiflbiént fortuitement , ce;ne fut qu'en 
*579 que Raphaël BombelU fit la remarqup 
importante , que les parties de la formule qui 
jepréfente une racine dans le cas irrédu&ihk:, 
ïbrmoient par leur afTemlDlage' un réfuïtat réel : 
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mais lui , aînfî que tous les favants qui lui ont 
fuccédé jusqu'à nos jours, n'ont pu obtenir di- , 
reftement en termes finis, débarrafles de quan- 
tités imaginaires, ces trois racines, lesquelles 
font toutes réelles , inégales & incommenfura- . 
blés } c'efl cette difficulté qui a fait çoramer 
ce cas -là, irrédu&ible. - » ^ - 

Cette . difficulté a afFedé la réfôlution des 
équations du quatrième degré qui eft indifpen- 
fablement liée avec celle du troifième. Ces ob- 
jets Ti intéreflants du calcul, fur lesquels ,plu^ 
fleurs auteurs ont écrit, &q^j offrent tapt çlé" 
difficultés à furmonter, parce quelles equ^-^ 
tions d'un degré quelconque ^u^dejOTusdù prcr 
inier,^,ne font que des pùifTances imparfaites 
dés racines ; ces objets , dis-- je ,^ jri^ont^ paru 
fufceptîbles de plus d'étendue , de clarté & de 
fimplicîtéf dans leiir thébrie & dan^ les formu- 
lés de folutions; ^c'eft.ce qui ni!a en^ûgé à dé- 
yejopper jù^qù^'à là plus grande'extèntion tous 
;les procédés dont; il fàutfe l!ejyir à prévoir 
itousjés cas, à les jéipûdre, &c, c'eft par les 
recherches que Taî été oblïjgé de faire , c^ué je 
fuis parvenu à fijnplifîçr les fc^-mules connues; 
^&;ettfïn. à trouver une autre méthode pour ré- 
foudré .ks équations du troifîème degré , infi- 
niment fupérieuré., par .foh éléga:nce & la fim- 
plicité des forrâules de folutions, ajoutes cet- 
les qui Ont paru jusqu^à prefent, ' 

Enfuite, fans m'arrêter à la méthode généra- 
lement connue de réfoudre les équations dâ 
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quatrième degrés je :fâîi tout ^de fuite connoî-* 
tre celle de M'. Euler , on des plUs^ grands 
géomètres de 'ce fiècle ; 'maisquin'a* fait çi'in* 
dîqjLier les prkicîpeaux procédés de fa roétho^ 
dftj> fans- la. développer aucunement; de ma* 
îiière qu- elle paroît, avant un examen férieux, 
être reftreintë dans des bornes très-rapprochèes. 
|te Tavois lue autrefois, dans le cours complet 
de mathématiques de M'. F Abbé Saurii .- elle 
me pMt infiniment .par fbn" élégance ;. mais 
croyant que ce que j'avoiiviii h^eniétoitqu'utt 
«ixtrait pour en donner une fimple nation^, je 
£s tout ce que' je pus pour me procurer le 
•cours de mathématiques de M'. Euler ; . je ne 
ietrouvois' nulle part qu'à Basle^ mais en alle- 
mand , langue " que j e ne fais pas* Enfin j 'appris 
:qu'un de mes amis , alors habitant la Savoye , eu 
-avoit nue édition françoife : je lui écrivis de 
im'envoyer une. copie èxaéte'^e tout > ce qui 
Woit rapport à cet objet* Il eut efFeélivemcnt 
Ja eomplailancfi. de copier depuis le §. 773 
jusqu'au. 778* inclufivement; m'alTurant, que 
c\itoit tout cô\qui dans cet ouvrage avait rap^ 
port à la réfolution des équatism du quatrième 
degré. Mais ce qu'il m'envoyait n'étoit quç 
ice que je favôis déjà: aîOTS j'entrepris de dé- 
y&lopp.er cette charmante méthode & de lareur 
dre générale pour la réfolution des équations 
du quatrième degré dans tous les cas pqffibles; 
ftuffi j'€fpèrç5.que le leéteur judicieux trouvem 
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que ma théorie fm? cet objet -là eft complettei 
& tout -r à -.fait nouvelle. 

On pouYoit s'attendre, lorsqu'on fut parve* 
nu à des méthodes pour la réfolution des équa* 
tlons du troifième & quatrième degré par des 
formules direâes , que celles -ci| cooduiroient 
à d'autres pour la réfolution des équations dans 
les degrés fupérîeursau quatrième; mais, fi 
i'on en excepte celles qui, par des transformai 
tions,rfe réduifent en dernière analyfe aux qua« 
tre premiers, l'art de réfoudre ces équations 
n'a fait aucun progrès jusqu'à nos jours; mais 
du moins faut- il rechercher les cas , où on 
peut par les transformations ramener les équa>^ 
dons des degrés fupérieurs au quatrième, à 
celles dont les méthodes de folutions nous 
font connues : j'en ai trouvé un , dans lequel on 
féfout des équations complettes jusqu'au neu)> 
vième degré inchifiv«menc; 6c; quand le degré 
de l'équation eft impair, on peut toujours, quel- 
que foit fa grandeur, trouver la valeur, au 
moins , d'une racine réelle. 

l'Extraétion des racines qutrrées des polyv 
nomes , qui n'ont qu'un terme rationnel , m'^a 
paru traitée a0èz iraguement dans les ouvrages 
<le mathématiques que j'ai lus: j'en ai formé 
une théorie très-étendue , dans laquelle , après 
avoir donné des méthodes générales pour tous 
Jes cas, j'en fais l'application fur les polyno» 
:mçç de mêmes efpèces qui foat quarrés d'au» 
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très poly&omes entièrement , ou en partie 
«ompofés -de quantités' Imaginaires. -^ 

' Après^ avoir traité ces "objets de calculs , Je 
Tiens à d'autres plus gén^ement utiles , puis» 
qu'ils bât tous rap^oit^à l'art de lanàviijatîonv 
idu moins à la. partie affipnbmique de cet art. 
■Maisoniftit; qii-élle eft^prts4^*ientîérementfbii« 
dée fur les tri^omptitries ;, c*.ell ce yjtfî:m*k 
engagé ^ trtWer tett« matière d'une inanrère 
'pour aii^ dire liouyellè &/ dépouillée "flè. tôUt 
vet alembîquage de d^ôiifbai!!^ .naim^g^^^ 
appliquées à iles i^uiês^^fëircliàrgéiès^^ 
& éxtrêmenient (îbmpH^uéès^j ce qui\6iigufe 
& dégoûse celui qui veut apîprcndre. 'fe têfotfs 
quelques problèmes de trigbnbmétrfe ïeftîlî- 
jgne qui âè Tavoïent point encore été/- ïfnfôl- 
te je donne la fo.rmuje dirèfte de! folutibii'îdU 
problème fui^ranf. étant èdnniâahstmirtàngh 
re&Uigne oMifa/mgle l^e$'iHis'C$tés , jrouver 
ia valeur Mes trois- angleif ;;De- cette formti- 
ie j'en déduis celles qui înié ifervent à refon- 
dre cous lés aUtirés cas de la trigèftomébie reétili- 
gne obliquanglëf ' Paflçnrdèilà aipc orlffonomé- 
' tries fphérique reôarigle ôc 'oblîqùangîë. ,'^ J'en 
'doniie li théoYie purement i7»/%/;^<f ,* préfô- 
irant toujours tanaîyfek \zfifnthèfe. Par cettç. 
dernière on propofe les vérités, toutes- décou- 
vertes, & l'on démontré 'qu'elles font telles 
qu'on les fuppofe ; mais parla jpreinière oh fatt 
voir comment on lés a découvertes; enfin le 
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.&^p^. % ïpojQtre par- l'aaalyfp j Ç;':efl::Jft',qlef ave$ 
laqûéîle" on s'o.uvxe .un.pai&ge.qiUjCQnîiuit .11^- 

.tîi^fliatjiçp^'e? , , & npuf?.. j[^^ à les , r^c^er r ftifer 
meiit'^'trélpxiy; quand^.nous les ^yQps publiées» 
iQ_.^is;'^]iyfknV:<^SW^J^^ 4*^8* çet> ouvrage la - 
J^jfenj^. ,à^;.]%,5^ççlio4ç; ?iwîydqiie à la fy^, 

L . Aj^àût de ùiççd'apglipatipn j^^ pr4- 

c é clé ntp s' iXir. la partie aftrpnopîiqttf^ je;çléiponr 
"trerig^oureufementJe principe . liiivajàjç >,, ^fon} 
Uaniênti^rde la caçoptiigue ; F^mU ^)ncidenç§ 
M égql-à l'angle 4e réflexkn. Êjj^n, j'jeaitjb^ 
jOaii? les. détails dcj toucjc^ qui a rfppartiJ'aftrçÇr 
'jQomiç^dU iiwin,;rttTe^9it, çrop jl9;?| jde pafler 
.içLéBrreVue çquglésô'^^^ ijY'f '^'êSî.Js dirai 
^çu^çjqe^Ç;, qi^è^^yl^Oîinè'dèpquyiéiles^^ri^ul.eç 
rtrès%fîfiH)les ^ux.j^4P?ùdre If Sjdtffçre/its prpj 

^jjdJe^tlorîtiéjdo^è ^pe fpl\itlon,qi\i pourra êtrç 
eçiiè^a^è,.^ ^tl^ fl^nde>- car eHe^''ef]: proe 
JBr9nîÇî}F..4fe'^5y?irç dç .çe;.,.qui.^ ét^ dié- 
jinontr^^apterije^ri^eait-'f . pn vr.trpiD^ra aul§ 
'dei^x n^^thQSWj^ ^^n^îa. dernier^ -/ûr- tçut ,ej 
excelleiite ^'; dfk^çi^^jer , en vaQx . la latitudç paj 
jdes dtireVVatiic^^.'jk'j^^eîi hprf ^4^^.Êa§î"l4,i€Hd^ 

VoblîeFYateWt '-« iV^.'/ ■,'■: ■ ••:.,, ' ^ r 
. , Enfin je finisyp^'tjjuyrage, parcoBfidérer la 
terr^ fous . f^' 74:^0, iormé , .c'eft -à ^ dire- çelliç 
- 4'Wi A<^^m<»!f |?fi>?f?àV Je .çlfiïînÇ içs fojjnijleg 
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^es i^lus. fimplès jfQur itifouver te» Valeur^ de» 
ra^m ofçulatturs ^ , normales ^^ rayons du fpher 
s€ï(le,, &ç. &:€!) déduire Ve:^pl^S}&û 4n hi(^ 
f^reiiçç .4e :k ia^ude danser J^geithèfe éUipr 
«tique 5 de ce qu'elle feroit fi la terre éçoinj:^- 
de ; les longueurs des degrés du méridien , com- 
parés entr'euxpar différentes latitudes , ou avec 
ceux des Téquateur , ainfi que la comparaifon 
de leur courbures 5 &c. J'employe dans cette 
tHorie Iq calculdifférentiel , jcomme beaucoup 
plus expéditif à donner les réfultats. 

La forme qui n/a paru le mieux convenir à 
cet ouvrage, eft celle.de lettrés ,< que je fup- 
pofe que deux amis , éloignés TundeTautre, 
s'écrivent. 

Quoique |e ne prétende pas donner cet ou- 
vrage comme élémentaire ; cependant je puis 
nffurer, que , pour peu qu'on ait quelques no- 
tions des mathématiques, on l'entendra aifé- 
jnent ; fur r tout la partie trigonométrique & 
aftronomique 5 que je me fuis appliqué de met- 
tre à la portée de tout le monde. Il n'en eft 
pas de même de ma théorie fur la forme de la 
tetre, qu'opte pourra comprendre que fi on 
fait déjà la fçience des feftions coniques & fi 
on eft au fait du calcul infinétifimal. D'ailleurs, 
pour rendre la lefture de cet ouvrage encore 
plus intelligible aux commençants , je donne 
fouvent des explications en formes de notes ; 
QVitre celîi j'^i foin, quand ce dont je parle. 
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eft fondé fuf quelques propoûtionâ démontrées 
intérieurement , d'y renvoyer mon lôâ:ear; 
en lui indiquant le numéro du paragraphe , pré» 
cédé du iigne $. où il en trouvera la démon- 
ifaration. 
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'lettre I. - > 

Je regrette infimttiênc le tems , Moofîeur ^ où now édont 
enfemble & où nous avions (i fouvenc des converfations 
for différents obje» de nmthéiiiàriqiies & phyfico-nifi^ 
thématiques; elles Hbrvoient bçaucoup à accélérer me^ 
progrès dans ces fciènces^Ik, donc vous n'aplaniffiez les 
|roiH£s que^ljl«» %4^ t(»qiQ^ dfipois que vos tStisoes 
ont nécefficé votre départ & qae je fuis livré k mes pro- 
pres forcés, fans^utrèsiëcoHrsque mes livres, je marché 
bien plus lentement diins le chemio-çù je vous avois pour 
giildet veufllejsxfonc faieii penmpitre, MoniSeur, -qoe jf 
ik>us prie de me continuer par^éorft les inftruéliôns que 
vous me donniez autrefois de vive vo^c ; & que, pour 
^omraenéer ceteè correfpondadcê^ Je vous ûflè rappeler i 
qu^en me parlant des transformations qu'on fait éprouver 
aux équations complettes , pouréliminer un des ternfes , voui 
me dites que , par le moyen de ces transformations , on pour- 
roic de la manière la plus (knpie dèmbn&er la formule de 

folutîon x=""-i-'i^ K {'b+— ^ de Téquadoo géné- 
rale du fécond degré x' + àx=ï=b: quoique cette propo- 
^<^n foit^bfcn fimple par elte-mô»e, & qu*ellefoicd6- 
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montrée d*une manière bien -claire dans tous le§ traités 
d'algèbre; je ferois pourtant bien-aife de connoître votre 
démon^ation ; mais ce; dont je fuis jnfininsent plus cu- 
rieux ,^e*eft de cdniioîtrtf votre théorie Fur la réfolution des 
équations du troifième degré. v 

Je fuis très* flatté, «.Mcpiiour 9 de la confiance que 
vous témoignez avoir] dans mes foibles connoiflànces: je 
vais faire mon poffible pour continuer à la mériter. 

I. Faifons , dans^'équation du fecc|nd4egré x« -{^ a x = b 
qui repréfente généralerhefit tôntès c'elfés de cette efpéce ; 
x = y.4"^9 ^Q introduifant cette valeur de x dans 4^ 

pw^bl^, celle-ci deviendra ^':|:*^|yj 

m^tn eft un^, q«»ntk4 arbitraire , idottc cm peut faire 

^ iii*;^4.a = 6 , équàtîpti de laquelle je tire m = " j ; in* 

troduifant cette valeur.dé m dan8laminsforiDéey*4*&tâsb^ 

ttouk- aurons toute réduftion feit^,. y.^-^ — =?bîdon€ > 

(: . ' . ';\' • • -. " ■ - \ 

b^-i- J; maisxs=m4-y &m3='"'^ 
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donc x=?" '+y ^nrlii CÇ qui eft la formulç dç^ 

'C ^ ' . L E T T R E IIL 

" Ma théorie Ibr^la téfolutioft des équations du troîfîèmç 
degré , que j'ai ïbigné le. plus qu'il m'a étépoOîble , iyiottf 
lieur, eft à ce jque «o|s »ufli çQn>pIet te qu'elle eft fM?» 
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fceptîble de pouvoir l'être ; j'ai cherché à Amplifier les 

démonftrations* & tés forxiiuieB d$ fô^ûcToq^ dans le 'xk- 

réduftible & dans lecasirréduftîble ^ *); outre cela voua 

y verrez beaucoup de chofes nouvelles , qui la rendent biea 

i^lus fméreflante. ' - \ • ' 

, a^ Soit x5-4-t3.px+q = o réquatîôa du troifième 

degré quHl s^agit de téfoudre, &qui repFéfente générale- 

ih^nt ' toutes cdleélii) tnême'de^ré/^is lesquelles onu' 

fàk évanouir le fécond ternie; ce que, comme vous le 

fàvez, on^ obtient très«* aifé^nent purla oansformàtiofl: je 

preo$les4eux équations y^ — i =50r& çy?+fy 4-xi=:o; 

yéUmme dans i^çtte deo^iere y^ en la multipliant deux fois 

de fu|iepary& pietttnt à la place de y' fe valdur i ,♦ tirée 

de J 'équation y 3 — i =o, ou.y.;sJLxe.quijne don- 

ne compris la f^pqnde équation , les, troi^ fuitantes 

(D ) cy-f-f^xy*^ o; re^rdant 4ans les deux équa- 
tions (-A j) *& î[ B } , , y ^& V ^omme deux inconnues , & 
cherchant par Iç moyen de ces deux équations le^rs deux 
valeurs; je trouve après lesf opérations convenables dans 

ces cas -ft , y =±^^I| gc^ y«= pÉ^ > întroduiTane 

les valeurs de y & y^ dans Téquation (D); j'af, après 
ivofr-chaffè les' dénominateurs, fait les réduéïioqsnéces* 
faites & ordonné par rapport k l'inconnue x , TéquatTon 



(♦) Toute équâtîon du troîfiètne degré qui a fes trois racines 
féeUes, inégales, & iocomneofurablea , eft dite dana le cas ihe^ 
dupihle , parée que, malgré le^ efforts qu'ont fait les plus grands .géo- 
înètres, pour trouver reïpreflîon de fes racines en quantités 
finies, ils n'ont paspu^y ^éuffir; aaHî le regarde- t«on àpréfent 
comme împofDble , excepté dans certains cas ; ( voyez la 2de note 
du §. 17); cependant cette expreffion fi difficile à troav^er par 
Talgèbre.fe trouve très- aifétnent par la géométrie; mais quoiqu'on 
ait la valeur linéaire, on n'en eft pas plus avancé pour fon exprès- 
fion analytique. * 



t4 o P urs C U L Ê â ' 

X* r- 3 c.f X + c' •) :2= Q ; comparant ccUe * ci cWec la propo-^ 

lee ^ il faut aj5n qu*eHesfoyent îdentîqueS| que ap == — 3 c f ,, 
& que q = c^ + f » ; de la première d!e ces ^jix équations; 

îfcl , je tfre ^:^ '^ f , À)nc f =± 4- ^,: întroduifant cette 

valwT def daûsréi^adoD q.= c^-f.f^,J'aîq = c*— Jf* 

cliaflant le dJënomlQatef cf dt falAnt les ttadtpofitions or-, 
ditiftif és, j'aie Vqt'isp^; éq«àcion qui,réfoltte par la mécho - 

4edufeGOoddegré,inedbwiec»=i::^-J-K('^ +PVî<^^ 
cszy% ^yjÇ^ rH-pO^ întroduifant la valeuç de c' dan» 

l'équation q = c» + Pi j'ai 4= -J ^ K (^ + P* ) 
-}- f», donc laiflànt f* fèul dans un membre, j'ai, aprè? 
avoir réduit f*. = ^~+y ( J--4- jp» ) : donc f =» 

|/ 14:^(-^+ p^ ). Mais dç réquadoç < A ) je tire 

x=r:— cy'— fy; donc fubftîtuant dans cette dernière les 
valeurs trouvée^ pré cédemment de c & de f , nous aurons 



3. Dans cette expreffion générîale 'de x fl ne faut 
prendre que les deux fignçs fupérieurs, ou les deux infé- 
rieurs qui précèdent les deux radicaux quarrés, afin qu'ils 
• foyent contraires; en effet puisque p =—cf & par 
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coBféqoeot ps =^ -r- c^ f^j il eft évidtet qu'il fimt, enfinqoè 
cette équation foit réelle, que les nuiicaux quarrésdes va^ 
Isars de c< & <ie f foytùt précédés de (ignés contraires; 
car aun^izienc les valeurs de c' & de P étant égales, leur 
produit féroit le quarrê d'une d'elles & donneroit une ru 
kor différente de ps; au^ieu^ Moniteur, qoefivoospre^ 

liez la peine dejmidpliér -J- +K (:~ + P* ) t par 

JL^y(^^ +p^)^rowtxùi3:7ettzqxieleproàmt^toa^ 

|a téduedon fiaite, eO^n 

4. De ce que nous venons de démontrer dans^ le pa- 
l^gr^faé précédent, il ^en fuit que, quoique dans les éqaa^ 

j^.— + P^ } î lés quantité c & f y ayeAt iîx valeurs di£^ 

férffltes , on ne doit pourtant en prendre tout au plus 
que trois de chaques; car de ces fix valeurs il y en a trois 
dont le htc?icaJ /2uarré ell précédé du Cgnepofitif & croîs 
dont le même radical eft précédé du ligne négatif; donc 
puisque dans les valeurs de c & de f, les figues qui pré* 

cèderit lesraïUcaux quairésdoivwtêtrecoiitraires, il s'enfiiic 
évidemment qu'on ne peut en prendre tout an plusque trois 
é6 chaques; je^tfen prendrai même qu'une pour chacune 
dfes lettrel c & f , parce que;, , comme je le démontrerai ^, 
6, elles produifent toutes le même effet dans Iles formules 
générales des trois^ valeurs de x. 

: 5. hvk fom»ilq.généftle X ±i ^ /x K "-^ + K 



;(a!. + p')^yXK|— K(f +p').quenous 
*vons trouvé^^. a^ renferme les trois valeursde xî U s'agk 



ïd ' P VS CV L.Ër s 

doBC^ «Monfieùr.^: de lès trouver; voià, eommeôt fe ni^y* 
prendrai poury parvenir* 

Puisqfaeiy*=: P il eft évident qu'ùiie des raeînes de tet^ 

te éSquatioti; fiara 1 ouy— *i = o (*), par laquelle dî-^ 

^ vifant la principale y»— i rro, où a au quotient 

y» 4^y 4. 1 rs o , celle •€! réfolue par la méthode du iè-^ 

cond degré , donne y=3.— ~ ^^K ( - -2.) » ou plM 

Amplement y = ■ > -— - - ; donc les trois racines de 
y^ — 1=0. C'eft - à • dire les trois valeurs de y , font 

quarrant > nous aurons \( i )* =t i , l^îzl T^^^^y y 

' ■ ■ ■ ■ "' ■ '.. — + 

' <*) -Quand je dîs que y^it^o^ eft une racine de réquatîoii 
y»-i-in20j cela-dok être pris dans le fcfis dtsjofnftif; car c'eft 
I qui eft la vraie valeur ou radne dey; mats comme alors 
y— lEio, je dis par abréviatioir quey— i;:=:o;en eft la racine, 

. (t) Il faut faire attention en quarrant *^ ^ + K (-^ 3 ) 

at ~i-K 0n3J ^e quoique j^ (-à)XVC-â)siï^Pi 

on tfapoîntK (r?3) XV (— j)=3t,-tfeaîé bî«n7/<-5r3) 
X K (— 3 ) == r" ,3.'. ?9 .«ffct fpit pris généralement. k.quanr 
tîté K (^ *)» ®^ la quarrant , c'eft-à-dire en quadrant— -a 
fous le ligne radical; on aura K(— ayXK i — a);^:^^ â* ; 
or, cette quantité ^^a* conÎTidérée fans aucune donnée antérieures 
peut être regardée comme = a ;i ou=;«» âfumntquea^ca le ptô^ 

dtiit 
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1ti±2^1n3l; donc y* =i: û y'^ "^-VC-rsi 

* .a 

&lr^ = ~ ^^Y^~^^ i mûiriplîant U valeur de à 
par èfiaciine des trois de ys & h valeur dé f par chacune 
àes trois de V j nous aurons , en faifanc attention que 

3 ï • .' ^ 

généralement— K A = K <— A), nous aurons , dîs- 
jé, les crois valeurs fuivantes de x. 

6. Mais avant à^aller plus loin^ je vais, Montieuf^ 
vous donner là àèmoûftnitiôn ^ue je vous ai promifé i 
la fin du S» 4* ; 

.De l'équaiîon c^ =;: 4^ j-^ (^ + pO eii de pfe* 

nant que là (Igné fupéricur qui précède le radical qijarréi 

je tire cb su X / J-+K(4' +P') ) 2 mais aînÔ 

que nous Tavons démontré dans lé paragraphe précédenCj 



durtdeaXatfOade— aX-*^a; taabdaoslUçdsdônt ndu^t>arioii^i 
nous favons que a' eftje produit de *-aX — a ; donc jl/'a'Œ 
--a; doncaufiî J/(~3> X ï^ ( -3) = K9=— i* 

: B 



1 
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runitéalesffoistadries i , C±i±±3, -t-Vd-^z^ 

àoéc eiiQiirlripIiant Ih vàleâr de c par ces rro» racines de 
riinité » . no us aurons pour les trois valeurs de c, 

X K |- +K (-J''+ p»). '.Je' aé'àootreroîs de 
itnême, que les tiroiâ valetas de f tirées de rèquatkan 
fî = I^HPK (x+ P*) eâ ne ' prenant qufe .le 
iîgne fopéri eur. qui p récède le radical "quarré f font 

><r-r-'^(^ + p')-lf :!'''■■.. . ' 

Il pardît d'après ce que nous venons dedî*le, .quô, puis- 
que X =.-*• y" X c — y^X fy on doit avoir neuf ^ va- 
leuts de x; tarj:haciftne dès trois vàlêufs dé c & de f doît^ 
(être multipliéepar. les trois valeurs de — y* pour C, &' 
de — y pour f, ce qui feroît neuf équatiôhs réfultantes; 
maïs dont lés trois premières. ftroîént' identiques: aux oroiô 
troifièraes &par-confé^uent aux'trois équations du §. 5, 
qui exprtmetit les tïoîs Valeurs de x, puisqu'clles-font îès 
réfultats du produit des troîs valeurs de — y* par une de 
celles de c, & des trois de -^^ y par une de celles 'de f. 
En effet, Mbnlîear, ff vous vous donnez la peine démul- 
tiplier les tfois feôeurs numériques des valeurs^ de c par 
les trois valeurs de — yaj c'eft-à-dîre les trois racincs^ 
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de l^tiité par ks trois quairés dte mêmes racines, V9US 
uouverez (*) * 



» ' ■ 



Valeors 4e Fadtcvrs nààéxiqiiet 4û « Produit dei faAenri DnmérU 

' leuci de -^ y» 



-^1 î 1 î--^>^^r^ 

— * — ( V * * ! • * 3 

,^ [ ^ J 
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j i i-K^vS) 1. i+K-3) 

> ■ f " I m ' I r I II II ' "i H ' i ■ I ■' 



a' ^-l) :a— 



Les valeurs de «-»y étant les tnêmes que celtes de 
*— y^, & le^ trois faveurs numériques de f étant ainfi 
que ceux de clés trois racines de l'unité ^.tirées de Téqua- 
tien y* — ''ii=:o, il eft évident que les neuf produits ré- 
fultams de la mulriplicatioa des trois valeurs de -^ y par 
îcs tTQÎs FaSteun de f feront les loéxnes que ceux que nous 
'avons trouvé dans la table précédente: donc une feule va- 
kor de chacun des deux lettres c & f , fuffit pour faire 
<x)i^oîcre Téi^eiBoo des trois dei. 

7« Vous fayez, Monfieur^ que dans tome équation 
d'un degré adelcpnque^ les nicines iman^inaires, i quand 
il y en a, xom toujours en nombre pair; donc dans une 
'-équation d'un degré ipîpair ,- & par - conféqueat = du » oîfiè- 
me il doit y avoir de néceflSté une racine réelle ; or 
celle-ci eft toujours exprimée dans les équations du 



(♦) Il faut fe rappeler, en faifânt ces multiplications » dcceqo© 
nous avons démontré dans lajecondc note du paragraphe 5* 

B a 
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treifiè me degré, par la p remière formule du $1 S^. 

«n effet il efl: évident que fi p^ eft poficif, ou que ps étant néga^ 

tif, on ait-3. > pj ; alors n'y ayant rien dlmagînaîre dans Tex- 

presfion de Ja première valeur de x, elle fera réelle; il ne 
rdle donc plus qu*à démontrer que fi p* eft négatif & 

> 3 ce qui rend 1/ ^--â -^ ^pA ûnfe quaptijé îmaJ'-V 

ginaire*» la racine exprimée par la première formule eft tou- 
jours réelle. , '■ ' - [ 

En effet foie fuppoCé, pour abréger que— =;: iti 

qt ^ . . . ■ • ' ' •[ 

& 2 — p* = — n , nous aurotls par - conféquent en met- 

tant ces nouvelles valeurs, de ^-& ^* — ps dans celles 

dec&defîtt=K:m + KC-«3&^=K«-^^^C^«^; 
m ais puisque gé^né ralement 1/ AsrAd ; nous auronsic sî: 
m + K (— n)t ,& f =m— K(---'n)? *» ^r, éti 
développant' les puiflknces de ces binômes v^eurs dec & 
f ipar la méthode fi connue cfe Mf. 'Newton f nou« aurons 

les fuitesinfinîes c = m f 4. tl^p +' ^b ^'^'^ 



(♦) Cesftiitesdesvaîçarsde c &def, quidevroîentêtrepour la 

. r i y^ » f 5PKa . ion- 

première c=m^+ ;^ — * — + ?• — 

3 Oiî 91B5 8 1 m^ 243 iû*i 
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S^yÇ — n) ion' f^ ^iîlll^!illfî} I «î^^^ 

"^^ . S^roî 143 m? "^ 71910^ '6561013 

Sml * çmi 81 m ï 

n ^^ s— + ^-z: — 5 + &c. Or puis* 

^3m^ yapmî T" '656im1r * *^ 

que X = — c y"* — f y; il cft évident qtfen prenant 1» 
première valeur i qu'a y dans Téquacion y3«-.i;=:0 9 
on aura y* = i & y =? i ; donc alors x= — c— f , ce 
qwi eft )uftement la première formule qui exprime une des 
«leurs de X ; mettant dans cette équation , à la place 
de c & de f, les fériés infinies qui en fpnt les valeun^ 

sn 
nous aurons, toute réduélion faite, x == — a m |— ~^ 

^aon^ S^Sn^ j^ ^^ . ^^^ puisque dans cette 

r« û43m 3. 6561ml 

cxpreflion en fuite infinie de la valeur de x, il n'y entre 

yien d'ims^iaaire, il eft évident qu'elle eft toujours réelle. 

8: Les deux autres racines , exprimées par les deux 



^ &c, & pour la féconde, f = m} - ^-~ J~|" 

^ llM-^ — -i^u — '&c, ft n étoit pofitif, en change 
81 m|' 343101 *^ 

par Ton ligne négatif les; lign^ des termes aux troifiètnes. qua- 

ttièmes , feptiènjes , &c, . La raifon en eft , qu« pAîsqiro 

y (—in)» = — n , il cft évident que dans tous les termes oùn 

rationnel fç trouvera élevéà^jncpuiflance impaire , 1^ figne primitifs 

devra fe changer en négatif ou poiîtif, fuivant qu'il étoit déjà pofitif 

ou négatif; mais lorsque n rationnel fera élevé à uqepuiffance paire, 

telle qu^îl eft au troisième, cînquème, fiçc. termes, alo^s le (îg^9 

priiii'îfv devra être permanent, car — n XK (— t^)' X^ 

C-^n} =~sXK (.-^0)»=-— nX — n = n% 

B 3 
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3 q 

fl€rnîèrés '^'^ — '" t, ^ - 



formules du § 5, x= Ki+Kf ^+ p») 

? = n+^f ^' ), X ^-r^-»> 

imaginaires .quand n eft pofitif, c'eft-à-dire que 
^ ^i ±PV ^^ "^^ quantité réelle;, ce qui arrive quand 

- p'eftpofitjf, ou qu'étant négatif, '^ > ps; & ces deux 

expreffions des valeurs de x font réelles- quand n = o, où 
que n eft négatif; ce qui a li^u quand p^ étant négatif^ 

on a â.~pî;^ & quand pi étant toujours négatif, on 



4 



Si nous mettons dans la première de ces deux formu- 
les eïi queftion , dernières^ ^ews de x, c é( f à la pla- 
ce de leurs valeqrs , tiops aurons, x=sc X ^- ^^~'^^ 

H- f X — a * ®° effeftuant les multiplications; 

fd . = 'àiKi^ïi +l=£il(=i>, „„ ce ,01 

«ft la même chofe x = : (-^) + (-""O^^ KC^S); 



MATHÉMATIQUE S/ 113 

or, de cette fecdnde ?aleur dèx, il eft évident que la 

première parrfe (^^J ^* rationnelle; car fi à la férié' 

qui exprime la valeur de c, on .ajoute cçUe qui exprime 
& valeur de f, & qu'on divife cette Tomme par s, on 

— &c. Si n efl: polîtif (♦); mais dans ce cas -là lafccon- 
^pmle (^-^) K(— S^efttmagittaireictotlorsfe- 
trancfiant de Ja' valeur de c en fuite infinie celle de f ex- 
primée de même, prenant la moitié de la différence » (8c 
multipliant tous les termes par le faveur commun K C "T 3 ) » 

' '-1 5n?/nX K(-3) \ aa n'^ n X?^ (~3) , p.^. 
~ 81 m| « 729^1 ~ ^^ 

'Mais J/nXK C-~5)= KC— 3^3î donc toute cet- 
te féconde -parrie A-par-con/Squent la valeur entière de x 

eft imaginaire, quand J3 efl: pofltif, _ 

9 Mais fi "n =0, c*eft-à-dire que p' étant négatif on 

ait ^— =pH alors il eft évident que, n'y ayant que le premier 

terme, rtà de la férié infinie, valeur de là premièie 
partie / -^ 'J ^) de celle, de ;t qui M foit pas multiplié 



(*) Ilfnutfe rappeler de ce que fcmt les fuîtes infinfcs qui exprî- 
•meut les valeurs de c & de f quand n eft poûtif, (voyez la noie 
précédente.) 

B4 



S4 OPUSCULES-' 

par n> Il ne rçftera que ce premier terme; donc alom 
5c=ïpV:;;= f^ -^ (»> & par-çonféqcient4ansceca3-fô, 
|a féconde valeur de x eft réelle. 

lo. Dç mèm ^ K ( ^ — P^) eflr une quantité îma- 

ginaire & quç par^-conféquent n-foîe négatif, alors il 

^ pft évîdfflt quç k féconde partie (-^^ ) K (— 3 ) ^• 

Viendra réelle; car dans ce cas tous les termes de te Cène 
infinie, qui exprime fa valeur, font muldpliti^s par 

y (— n5/X K C>-3) = KlnT c'eft'à-dire par 
une quantité réelle; donc alors la fcconde valeur de x 
eiî réelles & en raflemblant les/érîes infinies qui ex- 
priment les valeurs des deux parties de TexpreffioD 

^ = {S±l) + {^) K(^3)noi^aurops (t). 



' ^(*)^EnefBBtpaîsqufmt=-9i , ^ eft évident que uj? ou 



» -i5-\a 



(f ) A cailfe4}Q9 dini co'cas>d, ahifi que dajis celui du §. i^- 
pn a n négatif, il faut dans les expreffions de x = ("—^ ) 

+('-=-')> (-'H ... ».= (i±i)+(i=i) ^. 

(—3) J. II , en fuîtes infinies, introduîrç celles de c & de Ç^ 
' prifes dans le f. 7. ' ','.'/' 
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11^ Pu/sque Jes^deux dernières expreffi<Mis de ic doivent 
-faîvre les mêmes loîx en réalité & ei> ims^naires 'i% ^^ 
fl eft évident qw dans la même hypochèfe de n pofiûf, la 
traiÇième valeur de x fêta ainfi que la féconde Imaginaire; 
d'ailleurs > Monfieur , pour votre propre racisfa(ftioQ , 
en voici la démonftration tigoureofe* 

. La troifième valcUrde X étant, x= c X ^^^ ^^"^* 

^^ a. • 

s= (^^i^) + {•^-^^) K (^ 3) ; 00 aura en fubftiraaat 

duns cette dernière expreOionles fériés infinies, valeurs dec 

Ccdef klaplacede ceslettres» la première partie toujoùrs^ 

réelle %. 8; mais la féconde donc tous les termes font 

jaffeftés de K n« lisra imaginaire 1^ n eft pofitif, parce 

que tous fes termes ont pour . multiplicateur commua 

P^ C'^3 )t ce qui rend toute la féconde pavâe, &ù par* 

'Çon^qu^t toute ia troïiîèoie valeur de x imaginaire. 

. .I2« Si à a: a,* alors il eft évident que la troiiième va^ 

leur de x fe réduira comme la féconde à x =^-^; donc 

alors la propofée (•) aura deux racines égales entr'elles 
£ç à la racine cubique de la moitié du dernier terme. 
13. Si Q eft négatif, alors cous les termes de la férfe 

infinie, valeur de (-^) V Ç^^z) étant affeftés du 



. (^)*|^ows.f^p9foDs toujours que la propofée ef^feos fecoi^ 

tçrinc. 



Itt O ? V s C U L E s 

fafteur commun f/^ (— o) K ^—3) — J>< sn , Tç- 

ronc par- çonféquent tous réels; donc dans ce cas, toute 

\ * X n 

k troiiième valeur dex eft r^lle&pn a x sa m* -f. *■; — ^ 

L J2ilL 4. ;^ --^^^V 3 « X (^=^ 

14* En rafiëmblanc, Moniieur le» trois valeurs^ en 
fuites infinies de x que nous avons trouvé $,7, 10 & 
139 nous aurons^ après'quelqu^ réSuâions 4m en.ictir 
dent Tofage beaucoup plus commode dans la pratique y 

x -- ?^ '°— y { ~ ^3 -^ g> n + 10 n » — r« 

a7m^ ^ J70I m» ^ ^ ^ ^^'^ 



m . / 

C=— 3 X ( 

043 K m» V 



•^a43*-&cJ .. 



7^9 K nx ^ 






C^) Pour rendre ces formules d'un itfa^^ plus étendu dans les 
cas où les fuites ne convergent pas ajOTeï vite , j*ai calculé les 

2618 n3 J/ ( — n) ^ 26i8oD* 
deux termes de plus • z & ^«» pour 

1378Î mf r6S3372m5'' *^ 

}es valeurs de c & de f en fuites infinies $.7, ce qui donne un 
» terme de plus pour chaque ferle, coôpoiknt les trois valeurs 

de X. 
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, m /r-a43— &c. . . . .... 

*^ 719 Km* ^ 

-f ' *. .' • '• "^ OtCy ■ « * • 

15. Lorsque Ji > m», alors il eft évident que les lai- 
tes infinies, expreffions des trois valeurs de x, divergent, 
•&p:tf-cooiëqoeor|rfi|soa érf prend des termes, plus on 
iS'éloigne des vraies valeurs de x : U faut donc dans ce 
cas- a, pour rendre les fuites convergentes, renver- 

fer l^ teraite des binômes C-m+K(— »)}* 3c 
(m-JK(-n))* vakuts «te c & de f > & on aura c = 

développant les puiflânce^ | de ces binômes, nous aurons 

r-^~^-r« +&C .Mai8(^-n)« = n«V(-0, 

(^-^n)t =-ni, CK-ny = nV(-:0 ^'^î 
donc en mettant danà les valeurs en fuites infimes de c oc 

def, les réduftioBS n*K (— O»-»'» n*K (— O 

" &c. à la, place des quantités (K— »)'» (K-")'» 

iV-^y &c.; nous aurons c = n« K(-0 — ^j^^ 
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X = V~^) + V.--J- ) K03)jnou»auroMaimet-' 

tAnt dans ces trois expreffions de xles vakors en fuites iniime^ 
de c & de f^ trouvées ci^effiis ,après les réduâiohs aécéflàirés 

8i K n \ -/ 243 . 

8iyn - • '^ a43 

X C243-&C- ,,.•". — &Ç0 
' 1 6. Telles font, Monfieur^ (§• i4& 15) les feules 
expreffions en quantités réelles qu'on a trouvées jusqu'à 
j>rérent des trois, racines réelles y inégales & incommenr 
furables i(*^ des équations du troifième degré ; let 

(^) Je dis incorotncfifurables, parce qu'il exffte un certaîa 
cas , où quoique dans réquàtioA x^— 3 px^f-q^^^^^* ^^ 

-q' ^ ' • ' "^ 

ait ^< p'j on peut pourtant avoir trois valeurs de x en 
4 

fxprçilions finies, maî^ alors il y a toujours la. première qui elC 
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iSforts inutiles dès pltis grands géomèitres^ pour pouvois 
dans ce cas «xpritner les crois valeurs die Tinconnue par 
dés quantités £nies^ loi. ont faic donner le nom de cas 
irréibêEtible C). , ,- . 

! 17. Oneft donc oÛlgé^ Moofieur, dans oescas'lk, 
^ /è. oc»xcenter jd'une approximadoEi qui. eft fenflblement 
fuffi&nte; & qui s^obdent avec peu de termes, quand! 
ies fi§ries, expreflipns des trois valeurs de x, convergent 
xèpidement; c'ell-'à-dire lorsque m> efl; I)eaucoup plus 
^raiid que n S* . x 4> on Tinverfe % \ $. 

18. Si au-concri^ire les quantités m^ &.n diffèrent peu 
en grandems , alôt^ les parties des . fériés infinies , expcet-f 
fions des trois valeurs de x^ que nous avdfts calculé $.14, 
& îS feroî^it infuffirances ; ce qui obllgeroit de calculer 
un très * grand nombre d'autres termes pour chaque férié ^' 
& fendroic par-conféquent Topération d'une longueur 
extrêmement fatiguante : il vaut donc mieux dans ce$ 



■•-i^ 



comoSe'fîûuable; ce cas^U.mlveiqttanddaii&les formules, expreflions 

àsstxQkt vjilwrs à^zrS^S» Icsqtmtkh '^+C^ ^ P*) 

font "S^ cubes pff^i^ ; alors en en (trenant les racioes cubes 
^af la* méthode fi connue, & indiquée particuliéretnenç d*UTlema« 
nUre très- claire dans le.tr^é d;altèbre d^ Mr, TAbbé BoffiUf 
-!• 339 & foivanta; les parties imaginaires (e décruifeut par Top- 
pôûtion de leurs figues, & il ne relie plus que des quancités^ 
réelles & rationnelles, dpntla^ fomme forme la racine commen* 
fùrable de lia prôpofée, avec l^uelle. par- conféquenc on trouve 
les deux ancres en exprelEons finies. 

C^) Cependant JW^ofe , gfand Matbématicteit françofs, qui 
vivoit dans ce liècle» a trouvé un moyen très* ingénieux danf 
quelques cas particuliers de fommer la férié qui exprime lapre- 
naîère râleur de x , qu'il a par-con£équent rouftraic au cas 
irréduaîbic (v. |ex Mdm. ék tAcai. du Sciences^ années j:jS 
& faiv.) 
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car** là fe Cstyir^ pour ^éfbudre lesi é^iiadons du croifiènift 
degri^ d^une des autres méthodes kidîRâ», ccmniies. 
v..i9«. ScHOLiE., Il réfuke 9 Monsieur .^ &:tous U$ 
théorèmes démontrés depuis le 5* 7 9 qu^ toute éqcKatiotl 




liniiV quand -elle fé ptéfeàte^oâs cette forme x^— 3p5t 
4. q ==0, rîn€crttodé\^fiïr ta Médité ^ou Timâgînaîrè 
des deux dernières cacH&es Ae dure tauèlê-tems qii'il faut 

pour vérifiei: fi 3r-< p? ou fi 3-, > ,p»^ 

;* 'aa Lorsque daps une équation complette du troîiîèmc 
degré, le troifièine terme ieft pofitîf,,que le coefficient 
âè celiii-ci eft plus jg^nd que Iç tiers du.quarré dé celui 
dûCîecond te'riiié, quelques foît. d'ailleurs le$ fignes .qui 
précèdent le fécond & quatr'îème termes^ alorà oiî eft fiif 
que là pçopofée n'a qu'une racine réelle. 

En^ffec dans^TOtitr^quatlo"il1f<Jta|ïtetre dcr tfDîflêtue 
degré , telle que celle-» ci prîfe généralement z* -J- a z" 
4- b ? + c=rb, quelques foît les flgiïés^^ qui en précè* 
^Qt 4es ceri&es^;^ on :eft toujours Tût; qti'ea la- trtosfbr^ 

r a 
waût en une autte, daâs hquelfe bn'$Btï5's±: i ^ ^^^^ 

le fécond terme n'aura plus poujr côë^itei« dans lâ'tWkns- 
formée que zéro, & q^ue le coefficient dû àtoîlîèmetertae d$ 

celle-ci fera toujours ^^ -^ ^ st^^ 9^ en réduîfant. 



-|j b — ~; donc fi b dans la propcfée eft polïdf, &'' 

que b > —, il eft évident qu'alors les deux premiers 
termes exiftauts de la transformée feront pofitifs; donc 
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celle - Cl *& par* ajnféquent lapropofée, n^aaronc chacu- 
ne qu'une Tictae réèlliB, S* ip* 

Il n'y ^ <^e ce cas- là, où on{>Qiflê, (ans cransfpr- 
nier une équsLtion complecce du crpifij^me degré en uoa 
autre iàos fécond tenue ^ déterminer fi eUe n'a qu'une » 
ou trois radnes réelles. 

f ai. La tbâirie^ précédente, IVfenfieor, met toQjours 
en état de pouvoir tAxBùk dans-toace éaoation de cetttf 

$à ma é 

forme t j; ^t j^ bt j|^ c = o , trois , ou- mêm^ 
fix valeurs de. l'inconnue t, fuivantque d eft impair ou 

pair; car, en fiifaot t =:2r iOn. aura la transformé^ 
z^ jf- a z^jj- bz j- c=o;^ qui étant réfolue par .la met 
thode précédente, & (donnant, je fuppofe, les trois Ta« 
leurs fmvantes"de i; 2=M; 4=N, 35=:?; ^oA âurti 
. • , / . - . ^ ' • *• 't 

Bientôt les trois valeurs ïuivaocesrde t • • « t =:K^t 
a ' a " , . . . ^ 

t =r jt/'N,t:i:t^^,^quitftbiètiéW^ent,puisqae t=l/zk 
Donc de niêcne fi d eft pair, on aura fix valeurs de t^ 
à caufè dés doubles fignes -^y qui précèdent' les radi- 
Cttipc fQ(/s lasqufils font immeîfêes les trois valeurs de ?. 

fta« JVIaia fi dam one telle équation t + &c. on a 
, A>a>, alors.il dft évident que la propoféelcam plul 
élevée que le fixième degté , la fo|^titÎQn précédente , §. a i > 
M fera pas c(kdpliitte * puisqu'elle ne fait connoitre tout 
tu plus que fix valeurs de t ; voici comment dans ce 
tas-ià, on pourra avoir toutes les valeurs de Tinconnue. 
. En ne prenapt d'abbrd que la première équation par^ 

délie t=:J/iâ ,des qroîs qui compofen t la propofée , je vois 

que je puis l'écrire ainfi qu'il fuit , t = // 1 ^ K M i ^^^^ 

cherchantparlafoiationcpmplettederéquacîoû y —1=0, 
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toutes les raçîneà de Tunîté , & muldplîant //fM paf 

chacune d'elles, où aura dans réqttarit)n pârdeHe|/M = t^ 
autant de valeurs de t qu'il y a d'uoieés dans la quantité 
d; iSc faîlânt les mêmes opérations fuf rês"deU3t autres 

équations partielles tzs^î^N & t.=iJ/P.^ on aura le 

nombre 3d des rçtoines de lapropcrfëe. . , , , 

S3. 11 paroît au premier coup d'œîl teîfter dans cette 

folutioG la même imperfeiftiofl que Sans celte duj. ài i 

fcàr puisque y == K i = I , ou uy = + K.i == + i 
bn n> par ce moyen ffeh qu^uhé racino de l'unité fi 5eîl; 
Impaii^ & deux fi d eft fwdr; mais ces racines y -^ i ott 

y Ip 1 tirées dç réquatîoîi géaérale.y^ — i = o , . me 

- ïervént à trouver les autres; car dans le cas de d impair, 

en divifanç y** — t = t)' par y — i ==: o , ^oh aura toiï«* 

jours pour . quotient,, i'équatiop camplette inférieure 

d'unfeul'dcgré, y - 4*y J^ &c. * . * . '+ i^r=;4i^ 

& dans le cas de dpair,^vilant y ^.^ i rroji 'parl'équa^ 

, tîon du fécond degré y*r- i =o produit de fes deux 

racines déjà conmieis y — i =: b & y -{- « :== o ; on a 

toujours au quotient l'équation de deux ctegrés feulement 

d-ft d-4 d-tf 

inférieure, y/ +y . + Y + &c. . . J^t =ot 
or dans celle-ci, puisque d eft pair, il eft clair que tqus 
les expofan« dé y le font auflî; donc en faifant y*=t w, 

-d— t d— a d— 3 

<m aura la transformée w' +w^ ^ -|-. w* -f- 
&G 4" ï=o» qui eft par -conféquent d'un de- 
gré moindre que la moitié de la puiflànce d de réquatiôil 

y --- 1 =0- 

^4 De ce que. nous venons de démontrer dans les , 
deux paragraphes précédents, ils^enfuit, Monfieur, que 

'la 
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la théorie des équations du troîfîème degré, «'embraflë 
pas la réfolution de toutes les équations de la fofmô 

t*^ ^ &CJ. . . . . + c = o (♦); car on ne poditaléà 
réfoudre completteraent que lorsque d étant impair, on 
aurif d— i <3, outout au plus d — i = 3; & lors- 
que détantpair, on aura j — I < 3 ou tout au pluà 

- -i— I = 3- Ce qui cîrconfcrît la folutioli complet- 

te âes équations de la forme t^ -j" &c» » aux cinq cas fui- 
vants. i*^. Lorsque d = a; a^" Lorsque d= 3 ; 3» 

'Lorsque d sd 4 ; 4^. Lorsque d = 6 ; 5*. Lorsque^d j=z 8. 
Je joins ici, Monfieur, une table calculée de toutes 

les valeurs des racines de l'unité , tirées de Téquation 

y* — I = o , dans les cinq cas qui circonfcrivent la 

folutîon coraplette des équations de" la forme t'^ + &Cé 
par notr^ théorie fur celles du troilîèrae. 



I 



(*) Si la (blutîon d*uD€ équation coofifte feulement i dëterniî- 

'Der les valeur» de toutes Tes racines réelles» alort les différents 

auteurs qui ont traité cette partie,, ont eu raifbn de dire que la 

théorie des équations du troifiàme degré embrafTe toutes celles de 

la forme t' + &C.; car la fîmple folotion que nous avons indi- 
quée au $. 21, donne toutes les racines réelles que peuvent avoir 
ces équations, alnfi que nous, le verrons bientôt; mais cette fol u^ 
fioan*eft véritablement que partielle» car elle ne peut-être cpmplette 
qu*en tant qu'on eft parvenu à déterminer toutes les valeurs de 
Tinconnue, foît réelles foit imaginaires ;& alors dans ce fyftême, 
qui me parroît être le vrai , on a trop jusqu'à prefcnt généralifé 
rufage de la théorie fur la réfolution des équations du crolfîèmo 
degré. ^ 
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' Si dans 
l>^qaation 



Oq aura pour les xacioet de TuDicé. 



d = 3 

d = 4 

d = 6 

a = 8 



i;-i±KC-3) 



±v,±y(-uiy,±yCo,o5±yi,io6C*) 



' i25. Avant de paflèr pdus Ipin, il eft à propos, Moo- 
•fiear, de faire quelques obfervations fur l'équation. 

y à — ,1 =0, dans laquelle, 1°. quelque foît la gran- 
deur de rexpofant d pair ou impair, on ne trouvera 
qu'une racine réelle & pofidve , qui eft l'unité; car 
l'équation énqueftion eft toujours divifible par y — 4[ ; & 
le quotient eft une équation dont tous les termes font po- ^ 
fîtifs, &' dont par -conféquent toutes les racines font îiér 
gatives. 

' 20. Si d eft impair , l'équation y — i = o n'aura 
de racines réelles que la pofitive, c'eft-à-dire l'unité. 

3*^. Si d eft pair, l'équation y — 1=0 n'aura de ra- 
cines réelles que les deux 1 &— i. 
' 40. Si d eft Amplement pair tels que le fontles nombres 
45, ^o, 14 &c. doubles des nombres impairs 3, 5, 7 



(♦) Les fix dernières racines de l'unité, tirées de l'équatîoQ 
, y8 — I = o, font calculées à un milliètne près; «e qui eft fen- 
fiblement fuffiCant. 
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&.C. a eft clair que rexpofant — — i de la plus h^ucf 

puîflaDce de J*înconmie w dans la transformée Wa~* M 

&c. fera un nombre pair; donc cette dernière équation 
rfayant que des racines imaginaires, & celles - ci ' étani 
immérités fons un figne radical quarré , elles donneroni; 

pour racines imaginaires de Téquatîon y ~ i =r o, des 
binômes affeftés de doubles fignes radicaux. 

5°. Si d eft doublement pair , c'eft «à - dire divifible par 4 « 
tels que font les nombres 4^ S,^,i2. &c. alQ^s deux des 

racines ànagînaîijes de l'équation. y. — i =oferpiKdesHjOf 
homes imaginaires ; en effet alors dans la transformée 

'wT ~ ' +'^ficc. il eft évident que Texpcfant delaplushau* 

d 
te puiflànce j* — i , de Tinconnue w » fera un nombre 

impair; donc dans cette transfornïée fl y aufa une racine 
réelle, mais négatWe , à caufe que tous les termes do 
l'équation donc elle ett une racine font pofitifs ; donc en 
fuppofent qu^elIe foît repréfentée pat - — li ; ' c'eft-à - dire, 
qu'on ait w :;= — n , alors,^ puisquey == 4- K w , oh 
aura y = + ^ Cr- n). 

Quant k toutes les autres racines, imagioalres de l^qua^ 

tîon y — ; I = o, ce ijeront des binômes affeftéç. de dout 
blés fignes radicaux quarrés, car' elles proviennent des 

racines imaginaires (fe la tr^sfpjinée y^v~* + &c» îm^ 

merfées fous un radical quarré« ' 

i5. Dans toute équation de la forme t^ n + &ç. lors?, 

que d efl; un nombre impair & que toutes les racines de Ix 

C a 
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rransforraée z^ + &c. font réelles, .alors il eft clair que 
îes racînes^de là^propofée fuîvetit en réalité & en iitia- 
ginaire Jcs mêmes loîx que les racines de l'unité tirées 

de Téquàtion y^ — i = o; puisque celles-ci multipliant 

celles de la transformée immerfées fous le figne Ki & 

que générarement d étant impair, la quantité K(4"S>f 

cft toujours Véelle# .'Donc alors la propofée t^^ -f" ^^* 

n'a que trois racines réelles ( 2 cas S- ^^5 )• 

' Î27. Mais fi xîans la transforméç z^ + &c. deux dei 

trois racines font imaginaires, alors la propofée t^ +&c. 
dans laquelle nous fuppofons toujours d impair, n'aura 
deTacines réelles que délie, qui provient de la racine réel* 
le de la transformée, par la feule telle tirée de Téqua- 

tlon y — ^ I = o; en efffet les racines imaginaires dé 
l'unit^ étant de .cette forme m +',1/ 0—.*^)^ & les ima- 
ginaires dé la transformée; étant + 1^"^ (""B) ou A 

4-|/'(—iB), celles àelapropofée'feront ( m + KC^ï^)) 



d ' 



J/ + ^ C*^^) î ou dans la féconde fuppoïîtion 
('m. 4- y ( — n)|/A+K (— B). E^preffîôns qui 
fe réduifent k celle - ci , K (m + K C — n ) ) 

Or^quelque foit la grandeur dé d, le binotne m4-|/'(— n>t 

élevé à cette .puifTance , donnera toujours un polynôme 
compofé de termes réels & d'autres imaginaires i donc 
toutes les racines en queflion feront imaginaires. 



1 
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1" a8. Qusttid d eft un nombre pair j- & que toutes les ra- 
cines de la transformée z^ +&c* font réelles &pofitives, 
celles de la propofée' fuivront en réalité, & imaginaire les 

mêmes loîx que celles , tirées de réquation y,** — i r=: o ; , 

ce qui eÇ trop clair pour avoir befoi^n de démonftration. 

Donc dans ce cas - cî la propofée t^* + &c. ne peut 
jamais avoir plus de fix racines réelles ; ce qui eft par- 
conféquent le maximum du nombre des racines réelles 

admiflibles daus^ toutes les équations de la forme t'^ + 

&c^ ~. 

sp. Si d étant un nombre pair, il y a dans la transfor- 
mée z' -{- &c. des racines négatives^ alors le produit dô 

celles - ci,, immerfées fous le ligne 1^, ipultîpliées par 
les racines réelles ou imaginaires, tirées de réqugciôn 

y — I =: d, feront des quantités imaginaires; ce qui eft 
bien évident en tant que les racines de l'unité font réelles, 
ou qu'étant imaginaires , elles font exprimées par ^des 
|>înomes,- ce qui alors fe démontre de même que la pro- 
po/îtion du §. 28: de même fî d étant doublement pair, 
& ^ue par-conféquent'on ait les deux radnes îmaginaî-t 
res + /^ (— n) Cs"* <^s du §. 35), parties intégm- 

tés de l'équation y —1=0, la même propofition au- 

d 

ra lieu r car puisque t = + K ( — n) X J/ ( — B),' 



on aura , ce qui eft la même chofe » t =: 4: K— " X KC^^D) > ' 
quantité imaginaire; donc dans ce dernier cas, la prop6- 

fée t^**j4- &c, a deux fois autant de racines réelles j 
qu'il y en a de poficives dans la transformée z^ + &c. , 

C3 
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tfoù on doit conclure que, fi cette dernière a toutes fes 
racines négatives, la propofée les a toutes imaginaires. 

30. d Etant pair & là transformée z^ 4" &c. ayant 

deux de fes racines imaginaires, la propofée t^ + &c. 
fte pourra avoir tout au plus que deux de fes racines 
réelles^; encore faudra- 1- il que la réelle delà transformée 
2^ + &c. foit pofitîve, J. ap; en effet d étant fîmple- 
jnent pair, la démonflxation fera la^même que celle du 

De même fi d eft doublement pair & qu'on ait par- 
conféquent y = + jK C — ") (5"® cas §.25), on aura 

t= + K(- n) X KKC-B)=+ KC-'0 

Xy c — B) ^. K — n+K (-B); donc les 

quatre racines de la propofée i* + ^^^ provenantes.de 
la multiplication des deux imaginaires de la transformée 
i, + &c, (fuppofées même des monômes) îmmerfées 

Ibus le figne y par fes deux imaginaires monômes, tirées 

de>réquation y — i =: o, feront imaginaires. 

31. Faifons à préfent , Monfieur, l'application de 
jnotre théorie fur les exemples fuivants. 

Problemx I. Réfoadre l'équation du troifîème 
degré fans fecond terme xj— 76x-f-9=o? 
' Comparant Identiquement cette propofée avec Téqua- 
tîôp générale x' +3 P x + q= o , j'ai sp = — 6 

donc p = £z:--»2&q=: 9; introduifant ces 

valeurs p & q danç la form ule de la premièrevaleur de 
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y — — K \"T — ^/ ' exécutant les opérations îa- 

diquées, Af x = K C-O +K(— 8)=i:— 3. 
Cecce valeur de x eft la feule des trois ^ qui foît réelle; 

puisque k(-~8)=K~ =Jeftune qdan- 
^4 4 » 

tîté réelle. 

Pour avoir la valeur des deux racines imaginaires je 

divife la propofée x' — 6 x + 9 = o par h racine déjà 

calculée x + 3 ^ & fai au quotient Téquation du fécond 

degré x» — 3 x-f-3 = o, laquelle réfolue me donne 

pour la valeur des deux racines imagînaîres,x ==: -^- ^ • 

3:2. Problème IL Réfoudre Téquatîon du 9«« de- 
gré tî> 4. 12 i^ -f. 60 t» — 103 = o? 

Cette équation eft de la même forme que celle t^ -f- 
&c. dont nous avons parlé cî-deflus & dans laquelle 
d = 3', donc en faifant t* z= z, nous aurons la trans- 
formée z* + li z* -^ 60 z — *io3 = ( • 5» équa- 
tion complet re du trowàme degré , dans laquelle , afin dfe 
la transformer en une autre fans fécond terme , je faîs 
z'=.x — 'f = x — 4: fubfticuant cette valeur de z dans 
l'équation z^ -}- 12. z* -f- &c. = p, j'ai la féconde trans- 
formée x^ 4" Il x — fli5 = o; (qui n'a qu'une racine 
réelle , puisque le fécond terme 12 xeft pofitif, §• I90> 
la comparant identiquement avec Téquation générale 



(♦) Ayant de transformer cette équation- îcî en une autre fans 
fécond terme, je ni'afllire bien vUe qu'elle n'a qu'une racine réelle; 

car 60 >-^ — zz 48 (voyez le J. 2o). 
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x» + 3px+q=:o; j' ai 3 p = la, donc p = 4 & 

q= -îi5;donc X=K ^ + K (^ + 64) 

+ ^^\~^^T^ + ^0- Faifant 1; ré. 

éuftions néceflàîres, j'ai pour la valeur approchée de la 
racine réelle de la féconde transformée , à un^ centième 

{)rès, x=:5, 33, avec laquelle je trouve aifément que 
es deux imaginaires, à la même proximité d'un centième 
près, font x=,- a, 6f j+.V(— jj, 45); mais 

Z = X — 4 1 donc z = 5> 33 — - 4 = I , sa & 
z = — 1^,67 +K C-- 33^40 — 4 = - 6, 67 
+ K (— 33» 4î^) ; telles font les trois racines de la 
transformée z* ^ iti z= + &c. =0, dont une feule 
eft réelle; par-conféquent la propofée t^ -}-. &c. — r= o 
ji'ett 9ura auffi qu'une réelle, §. 27, & les neuf valeurs de 

tferont t = K(i^ 33). t = --^JA^^ Xi, l; 
t=^-^6,67+KC- 33. 4O; t=r^^^^"^? 



3 



X K-^.67 +K C-33.4i^)- ^ 

33.* Si la propofée étoit t"+ i2t'+ 66 t-»— 103= o", 
nlors en faifant t* = z , on aura la même transformée, 
que dans le paragraphe précédent , z* + I a z^ -f- &c. = o ; 
donc puisque celle-ci n'a qu'une racine réelle, mais po- 
^ fitive, & deux imaginaires, nous en concluerons tout- de- 
(faite que la propofée a deux racines réelles & dix imagi- 
naires, S. 30. Par le calcul on les trouve approchées à 
vm centième près , telles qu'il fuit t = -fr /^ ( i > 33 ) 
çi: + ï, o8î t = + I, o§ |7 (— |}i 
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^_5,d7 + C— 33.40. 

34 Problème Ui. Réfoudre Téquation du troifiè- 
me degré x^— iftX +16 = 0: la propofée étant fans 
fécond terme, je la compare tout- de-fuke identiquement 
avec l'équatioD générale X' + 3 p x + q = o; ce qui 

me donne p=:— 4, &q = i6; maïs ^ = ^i-^ =: 64 
& P3 = (--4> = — 64; donc 51 — p« = o; d'où 

4 

je conclus que la propofée aura les deux racines égales 

K == K— =1/8 = a & X = 2, §. 12; connois* 

fant ces deux racines égales, il e(l aifé d'en conclure tout- 
de - fuite, que la troifièm'e eft — 4 ; car puisque la pro- 
pofée eft fans fécond terme, il eft évident qu'une des 
uois racines, doit être égale à la fomme des deux autres, 
mais avec un (igné contraire à ces dernières. 

35. Problème XV. Réfoudre Téquation x' — 18 
X — a8 = o? 

3e compare la propofée avec l'équation générale 
3^^ 4" 3 P ^ "f" 9 ^=^ ^ 5 ce qui me donne p =: — 6 & 
q =;: — aff ; mais p^ =; — 216 étçit négatif & 



C*^) On nuroitpu aufll trou?er les deux radoes égales de ta 
propofée x' — 12 x -f- 16 =z o, en cherchant fon plus grand 
commun divifcur a^ec la transformée 3 x* -~ ia-=3 cJ, qui eft 
Je produit de la propofée x' + o x' — 12 x + 16 zz:o, par 
la progreffioa arithmétique -f, 3 . 2 . i ; en faifant Popération 
indiquée , on trouve que ce plas grand commun divifdur eft 
X -^ 2» donc la propofée a lus deux racines égales x '— 2 & 
X -^^ 2, ceci eft' démontré dans tous les traités d*algèbre. 



jjô OPUSCULES 

> ^ =. I9(î, j'en concluerai que lapropofée a fes trois 
4 

racines réelles & inégales, §. 8, lo & 13, Je vérifierai 
enfuîtefî j -f-K (*P^---?^ï^) = H +K C-^s^o) 

ne font pas des cubes parfaits; (a note du §. i^.) 
m'étant afluré du contraire, j'en conclus que la propofée 
'eft dansleca^irréduélible, & me fervant, pour la réfoii* 
dre, par approximation des formules duj. 14, parce que 
dans ce cas- ci m* > n , j'aurai; en ne prenant d'abord 
que la première expreflîon de la valeur de x, & réduifant 
Jes fraftions en, décimales à un cent millième près,.x =: 
-. 0,01984 X (—243 — 2,755/ + G, 10412 
— 0,00606 + 0,00042 — &c*) = -— 0,01984 
XC- 245» 65662) =4,87383. 

Telle eft la première valeur de x à un cent millième 
près ; pour avoir les deux autres j'e pourrois me fervir des 
deux dernières formules du §. 14 ; mais il eft beaucoup 
plus court de divifer la prcpofée par la racine déjà trou- 
vée X — 4/ 87383 , ce quî mè donne pour quotient 
l'équation du fécond degré x*+ 4 , 87383 x + 5 , 7542a 
= o , dont les deux racines à un cent millième près font 
X = — 2 ,00755 & X rr — 2 , 8661^9. 

36. Cherchons maintenant, Monfieur, à rendre les 
formules de folution du §. 5 -dans le cas réduftible & des 
§. 14 & 15 dans le cas irréduftible, encore plus Amples 
qu^'elles ne font jusqu'à préfent; pour parvenir aux moyens 
que j'ai trouvés , il faut au - paravant quefje vous faflè con- 
noître la folution & le démonftration du problème fuivant, 
qui eft très-intéreflànt, & peut faciliter la recherche des 
méthodes générale^ pour réfoudre les équations de degrés 
fupérieurs au quatrièm'e. , 

Problème. Etant donné l'équation coraplette d'un 
degré quelconque 6 , telle que celle - ci prife générale- 
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Tnent(P)x+ax +bx 4-cx +dx 
-J- ^c. . . . • + f = o; la transformer en une autre 
àe même nature^ & dans laquelle un des termes déflgné 
n'aye plus pour coefficient que Tunîté? 

Solution. 11 faut divifer tous les termes de la pro- 
pofée (P)> excepté le premier, par le coefficient qu'on 
veut rendre égdl i l'unité, élevé à de telles puiflîfcices* 
que ces dem^res forment une progreflion arithmétique 
croiflànte, dont le premier terme & la raifon fbyent Une 
fraction qui a pour numérateur l'unité, & pour dénomi- 
nateur le nombre de termes qui précèdent celui pour 
lequel on calcule* 

Connoifîant les valeurs des racines de la transformée, 
en aura celles des racines delà propofée, en multipliant 
les premières par le coefficient éliminé, élevé à une puis- 
fance égale au premier terme , ou raifon de la progreffioa 
arithmétique. 

* Rendons ceci fenfible par un exemple : foît propofé de - 
transformer Téquation (P ) en une autre de même natu* 

re , dans laquelle le quatrième terme ex devienne 

f — s 
feulement x ? , 

Je divife le feciond terme ax de la propofée, par 
c coefficient du quatrième terme, élevé à la puiflancel^ 
fraction dont le numérateur eft Tunicé & le dénominateur 
le nombre de termes qui précèdent celui pour lequel on 

*■■*■• 

calcule ; je divife le troifième terme bx pw c élevé 

^ k puiflance | plus la raifon | égale au premier terme de 
Ift progreffion, c'eft-à-dîre par cf ; je divife le quatriè- 

me terme ex , par c * r= c, le cînqi^ième dx ^ 

par c = c^ &c* de manière que la transformée fera 
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(T ) X* + ax' ' + bx + X 



«—s 



<i c| 




'+ &c "E-, = o, connoiflànt lès valeurs de{x 

dans la transformée, j'aurai ceHes de x dans la propofée 

i » 
(P}i en multipliant les premières par c^ ou jk c 

Démonstration. Faifons dans la propofée (?)> 
X = y ^c ; ^ întroduifant cette valeur Se x, nous 

ma » mi— m 

aurons la première transformée ; (Q)c y+^c » 

i«^x ms — am -s— —a ms-Ujm s— ^3 1111 — 4» 

y +bc y , +CC y +àc 

•—4 

y + &c.' + f = o; cbafTant le coeffi- 
cient du premier terme de l'équation (Q) en faifant ] 

ê 

y =. JL (♦), nous aurons Téquation (R) x + 

BIS 



ma 
C 



(♦) Cette transformation confîfte à multiplier chaque terme,' 
excepte le premier, de Téquation proporée par le coefficient du 
premier terme élevé à une puiflance égale au nombre de termes 
moins un , qui dans une équation complette précèdent chacun 
de ceux pour lesquels on calcule. En effet foit propofé Téqua-* 

4 d — X a— » 4—3 

tion'at + bt +ct + et +&€...•;..• 

^ X 
+ f = 0; en faifant t Si - , ( j'aurai en introduîfant cette 

valeur de t dans Téquation en qiiefiion,! cette première trans- 

d d— I d«— a d— 3 

formée a^ + bx + ^^ + ex + &c. . • . ; 

ê d d— =.x d — a d — 3 

a a a a 

-J- f = Ot Multipliant lous les termes de cette dernière équ*; 
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àc X . H- t>c .X + ce . 

« — 3 4BH— 4« «—4 

X . + dç X + &c 

iX. fc . =0; maïs par les conditions du problê- 

Sm*-r3» 

me, il faut que ce i= i ; donc à caufe que 

te* ±z c ^nousauronse 

= 1. En employant les logarithmes, que nous déffgne- 
rons par la lettre initiale L , nous aurons ,• Le X 
^^tns— 3m4-i) = Li, donc 3ms-— sm-j-i 

i=r ti-; mâifiLi=o, donc .,— =0, & par-confé- 
guent 8ms— .'sm + i =0; équation de laquelle je 

rire m = -Ç^ — . Introduîfant cette valeur de. m dan» 
S;F— 3 

Fexpreffion m s -^ro, qui eft le premier terme & I^ raî- 

fon. de la progreflîon arithmétique eroiflànte que forment 

dans réquation (R) les puiflancesde c^faûeurtletous les 

'. termes , excepté le premier , alors & Tun l'autre deviendront 

tZ±jtJ; fradyonqux, réduite à /a plusfimple expreffionV 

'devient — ^; Sonc Téquation (R) ^^ réduira à celle- 

S ^" — f S— I ' — f s-a ^i 

ci CS) X +ac . X + bc X + ce - 



d-^x d dm^t d — ft 

tî on,. par a , J'aurai l'équation x +^^ +cax , 

d— 3 d— X 

+ e a X + &c + a . f = o ; qui éft telte 

que nous l'avons defîgnée devoir .être. De plus on remarquera 
que dans cette transfonnée les racines font a fois plus grandes 

qulB dafis /'équation '^at 4* &c* puisque x = at» > 
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X + de X + &Ci . . » . ; -}- fc 

■.'■.*■ — K' - .s • 
i= o ; lîiais àtaûfe que généralement A = A ^ ( ^ ) , 

nous aurons la dernière transformée (]T) x + ax v 

ê — • f — g t — 4 

4" bx 4" X + dx - -f- &C." . . . . ■; 

, C| .. cj ■ - 



» — ♦ 



Dms <:ette iraasformée CT),. les valeurs, de x- fout 

yç fois piqs petites que le$ valeurs de x dans la propo- 
fée; c'eft-a-dire qu'où aura (P) x (^f) =XT) k 

J/c. En effet, par la transformation de l'équation (P) 

en réquatîon CQ)' on a dans celle •« y ,quî eft c^^ 
fois plus, petit que (P) x; mais par la transforma)tioii'de 



K fc.-K ~ * o K 

(*) En cfFçt puisque ^=A =A,&qUieA=i^ 

A^ - -- F" - 

o — K 

bn aura A = i^ donc fi on fait Z:;;: A . , qu'on œujtîplio 
les deux membres de cette équation par A , on aura ZA 

-X+^K. O î_ 

crA =A =i; donc Z c= x^ & par-conféquent 

A = K. /\ ^ ' - ' 

A 

(t) Les lettres capitales (P) & (T) quî précèdent x font 
feulement pour dillinguerl'x de la propofée de Tx de la transformée. 
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réquatioB CQ) en celle (R) ou (T), (car cette 
dernière n'eft que celle (R) réduite). On a rendu 

ms 

(T) X, c fois plus grand que y; donc (T)x. eft 

ffl • m«— "^ 

^— ,- OU C fois plus ,firand que (V) x^ donc 

c 

(P)x = ms »: niaîsms-.m=: — f, donc CP)2C 

c . \ ' 

= ÇT)J =^^^^ X cîC*) =CT) xKç ; 

c*eft ce qu'il falloit démontrer. / 

37. Vaici> Monfieur, une autre démonftration plus 
!limple du même problème. 

Soac yi =: ^, Tuirai, en incroduifant cette valeur de 



m 
C 

ce 



xdaûsUproporée(P)Véquation(Q) ^ + ij- 



-j^ ^1 4. ^ y + dy j^v&c. . • • • 

nr '~i;ii nr mt — 3m ^ f~. ^ occ. • • • 

m m$ 4in 

c c c 

4- f -= b. ChtSm le dénomujateur du premier terme ; K 



I 

(*) En eff»t puisque c = i , ,U eft évident que "^^^ 



c 



.1. = c . = «»• 
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appellant encore Tinconnue , x , en faîfant y =:;'c * x C * "> 

.pous aurons Téquation (R ) x 4-^5 r^^ 

^ I ms ■ m I ams % am 

ex dx f 

i-}- 501, 301 + '4QI 40 -f- &€•• . • + '"ff". iTt 

= o; 



(i") Cette transformation kl eft dans le même geffre que celle 
dont nous avons donné la démonilracioVi à la première note du 
5. 36; c*eft-^.dirè qull faut divifer chaque terme de TéquacioD» 
excepté le premfér^ par le dénominateur ^ du premier terme, 
élevé à une puîfTance égale au nombre de termes moins un qui . 
ilan$^une équatioç complette précèdent chacun de ceux pour les- \ 

quelson calcule; en pffetfoit réquation t + bt +ct 

+ et ^ + &c. *.*.. + f := p; en Mùnt t sr ax, 
j'aurai y en iniroduifint cette valeur de It dans notre équsuion 

^ ^ d d 4— — z d— I d A d— -i 

celle c*î^ X + ba ^ x + ca ^ . x 

d 3 à S 

+ ea X +&Cé..^+ f-rso. Divifanttouslas'tençei 

d ■ » 4 

de cette dernière équation par z » j'aurai la transformée x 

a — ^i d— » 4— — ji 
+ bx 4v£L + ex + &c.. 

a ^aa 

4" — ^ := o qui eft telle que nous. l'avons indiquée devoir 

d' — I . 

c 
être.^ Dans cette transformée x eft,a fois* plus petit que t; 
puisque nous avofiâ fait t :=: ax»' & que par«conféquenc 
r 



Sî: ov mais par les' conditions du problêrtïe il ftut que 
le coeâcient - , ^ ^' ^ > ^ ^^^ par-conféquent 

gras — §my=i; èqoîitîoft de laquelle je tîrt 

jm = -r^ — , introduifant cette Valeur de m dans fex- 
Ss— 3 

f>o(ànt m s — m de c , dénôlfiînateut du fecônd terme de 

réquadoa CR)î cet expoftnt deviendra ~^^ = î* 

3s 3 

•jQr vous tetnarquerw, Monfieur^ que les expoftintsdei 

^énomipateurs de tous les termes^ àeomniencer du feiiond 

^eJ'éguation C^)> forraeac une progrelfion arith^îéti- 

,^ue croiiTance ^ dont le premier terme & la raifon. fottt 

! îms — m = 5^ -donc l'équation (Rr) deviendra, (T) 



• 1; 



X + + _i 1-x + -r-- — +&C....» 



4- JL =ov équation identique aVèC celle (T) du 



C5 



li eft «îfé devoir , qUe dans cette dernière (T ) les m^ 

\cines feront f^ c fois plus petites que celles de .la pro- 
j^ofée CP)* en effet par la transformation de Inéquation 



t 



^P) en celle ÇQ)> nousatons y qui eft c fois plilD 
igrandque CP)x, puisque C^}x =3 -^^- mais pat la 



m 
C 



transformation de Téquation CQ) en celle fR)^ oU 
(T), qui eft la réduice de (R}* ^<>^^ ^vons (T)x^ 

mt «ni 

"c fois plus petit- que y , puîscjue y ni c CT)xJ 

• 931 —•m 

donc (T.)x €ft ^ où e fois plus petit que (P^xj 

D 
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maïs c =z c == Kc; donc (T) x = ~^ 

ou (P ) X = (T > X Kc. C'cft ce qu'il falloit dé- 

38. II eft évident, MonfieUr, que la folution & dé- 
înonïlrations des deux paragraphes précédents feront les 
mêmes tpour tout autre terme deTéquation complette & 
générale (P)^ dont on voudra rendre le coefficient égal 
à l'unité. Ainfi en opér&nt, par exemple, pour le trôî- 

fième terme bx ' ,- je dîvîfe tous les termes, h part^ 
du fécond, par b élevé à des puiflances, qui forment une 
progreffion arithmétique croifTante, dont le premier terme 

& la raifon foyent [: ainfi la transformée de (P^ fera 

9 ' ' I » ■ ■ ■ s » • Il 14 

• rrix * . ^^ . «-—?* ex , dX 1 

CT)X +^i T +X ^7' + b^— * 

+ &c. ; . • . ^=0; & alors (P)x=Kl> >1 

(T)x. 

39. Donc C dans une équation du troîfième degré fa!^* 
fecoûd terme, telle^uc la générale x^Hh 3px+ q = c 
je veux rendre le coefficient 3 p du fécond terme q 1 ; 
lî'eft que le troifième d'une complette, égal à l'unité ; \ 
faudra feulement dîvîfer le trôifième terme de nottk 
propofée par la racine quar;éè du cube de ce coë4 
ficîenr. Âinfî en repréfentBnt toujours le'liemîer ter^ 
me par q , la transformée de notre équatîoi) 
-fera x3+^"t*^ = ^î & h formule générale 
S. 5, ex preflion de la vale ur touj ours réelle de x, fem 

maïs les racines de la transformée feront 1/ CSP) ^^^ 
plus petites que celles de l'équation générale x^ +; 3 p x 

+ q ;= o» "^ 



m^jSk 
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4é. Si dmsiu inême équation, ftn$ (ticood cerme, on 
ireuc rendre le troifième, qui ne feroit que le quatrième 
4*Qne équation complecce , égal à runité, il faudra k\x\ 
lemenr divifer le coefficient 3p "du fecond tertee par là' 
raçioe cubique du quarré de q;: & alors la, transforânée» 
eà repréfepaiac toujours par 3 p le coefScient du fécond, 
terme de la propofée, fera , X>+3.px4-ï=Q;i 
ce qui. donne popr la fomml^^ expreffion de h valent 

coujoors réelle dex, $.5, x aoc- K"^H^K(^'+'P^) 

^ j} '^^ — y (^£. P^) ••: îl ^ft clair quç. lej 

f ' ; V. • ---- - s -- • 

v^ieurs de x dans la transformée 9 feront //qfois plua 

petits que dtiSà^la propage, 5.: 3<)"&. 37. 

41. Ces formules, §. 39 & 40, font tohres deux plus 
fimples que celles du §• 5 dans le ca^'r^étible; mais da|& 
le cas îrréduftîble la première de ces deux fojrraules, §. 39» 
i>e j^d pas celles ^ fériés des £. 14 & 15 plus fimplea 

que Ç0 jgMjelles font déjà, parce que. m =? |-& 

(■.:",. ".^ •.:--/:- • - : ^ ' * 

tt =: ^ — p3 Varient fuîvant les"difféVentes<.valèûrg de q; 
4 

4U»'lôuqueparIa Jb^nule dvtS* ^^j'ai pour celles an* 
fériés, §• 14&15» la quantité m =i ^ qui eft perma- 
nente; ainfî la formule en férié de Ta première valeur de 
X §. 14 fera x = y ; X't- ^43- 4 i<'a7a 

^ &c.> D » * 
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' Maïs vous remarquerez:* Monfieur.rqufc^ fi. p» eft uti 
fiombre entier, k valeur de n fera une^.ira^on dottt;le 

dénominateur' eft 4 , puisque = 4 — p.^ == ' . ^ - ^ r 

OU fi p' eft une fraftionî' lèl dénômînateàf de celle, à la-^ 
quelle eft égaFe n, fera idivifible • par 4; or les premiè* 
res, fecbndes-j troiftèrnes, quatHètnes &c. puiflances de' 
4 font égales aux ieçondos, quatrièmes, fixièmes, bui-^ 
tîèmes &c. puiflances de 2 , puisque 4 eft le quarré de 2: 
donc en ^yant! ratjentîpn Je n'introduire datfs la. formule 
précédente que le quadruple de n , que_ nous repréfente- 
rons,par lalettre capîta^N ,.on pourra effacer les fécondes., 
quatrîèmés,fixièmes,huitîèmes&c, puiflàncêsdei i& alors les' 
trois expreflions de X en fuites infinies du §. 14 deviendront, 

*='^Lj'a) ^ C-M3 -.&=.. : .-&c;> 

+ ,7ss.^(j) XC-«43+45f'-==N'+^ i«S> -&=•) 



, C^,) Comme ^ici on a m fîmple, ce facteur commun de tous Ie$ 

>^ ' * ! «^ " ' ■• • * I '• 

termes de la première férié doit être ' 3 ^ = s 

(t) Ici icmets Tn naturel , parce que dans cô facteur commua 
de tous les termes des dernières fériés des féconde & troilièmtt 
valeurs de x n ne peut fiTcombiEier avec m. 
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^ J^^^: x" (_ ns Tf^.&c. . ; ; • . -&c.) 

7^9 V Ci) 
^ 42. Ces trois dernières expjeffions Jes valeurs de x ne 

peuvent fervîr qu'en tant que J > n , parce qu'alors le» 

iëries convergent §. 1 5 ; mais fi 5 < n , alors il faudra fe 

fetvîr des formules du J. 45 , avec les mêmes change- 

' ments fimplifiques que ceuxque nous venons de faire dans 

le paragraphe précédent pour les formules du J. 14 , & nous 

aurons alors les trois fôrmules^jfuivaates: 

81 yn^ IN y 
x^^^r^z-^c -&c,v 

^ ^43 ^ ^ N N* a7N^ /. 

^x = — -T^(îi7 -^ &c- • • • • • • - *c.) 

16a J/ u 

6 

— K ^7 n (^43 - &c — &cO 

43i Ainfi , Monfîeur, la transformation du 5* 4^ ^^ 
préférable àcdle^du §. 39 dans le cas irréductible, & mê- 
me dans le cas réduaible, caria formule du §. 40 ne 
peut jamais par cette transformation avoir plus de radicaux 
quarrés que ceux qui entrent dans la" formule originelle , 
5. 5; au -lieu que, parla transformation du $.39, on- 
jtrouve fouvent dans la formule du mênle paragraphe deux 



(♦> Même obfbrvatîon que dans U première . note da f. 41, 
j; Même bbfervation que dans la féconde noté du j. 41* 



P3 
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radicaux quarrés de plus qu elle n'aùrpît eu illfls la trans« 
fbUTîatîôh qu'dn a fait éprouvera là propoféefaûs fécond 
terme. En effet faît celle-^ ci(A)x* +ax 4-b=::o, 
qu'on yeur réfoudre , en la transfoçnant au-peravant 
en une autre donc le coëâiçienc a du fécond terme fbiC 
remplacé par ruqicé ; j'ii^ûrai pour la transformée , %. 39 ^ 

(B) X* + X + £7^ = ^î ^^^^ comparant îdentî* 
quement cette dernière avec réquation générale x^ 
+ S p x 4- q zz= o , j'aurai q = p^-— : donc 

:+ ^ a-rnô ^-^ ("'ai + if )'• '•»"""'<')«»* 

1 1 

laquelle , fi ^ (a') ou |/ C4^0 ^^ font pas des 
quantités conimenfurables% il entrera ^euit; radicaux <)4lar^ 
rés de plus que ceux qui font dans les forrb&les primitives , 

44. Mais par la. transformation du $.40, on aui^ pour 
la transformée de la même équation (A) x^ 4"^^ 

a 
^ b =0, celle-ci, §• 40, (D) x^ + 3 +1=0; 

J/b* 
or , par la' comparaîron identique de cette transformée 
avec l'équation générale x^ + s px+q=0» ona, 

a^ a_ a3 

S p zr: "3 ; donc p r= 3 & p^ nîs a? b*î ainfi 

la formule du §. 40 fera en y întroduifànt cette va- 
leur de p» . . . x= ^"-j +K (-f- + i^.) 



+ K "-r - K (f + afb^) i ^^P'^ffi°° 



qut 
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ne renferme. point d'autres (ignés rudicaïuc que ceux de 
clàfacmute primitive, 5*5- 

45, Faifons maôiternm't , MonCèur, quelques applica- 
tions ée ces formules Cmplifîées^ fu: les équacions numé- 
riques fuîvantes, 

F R o B L 9 M s , I. RéPoudre Téquauon du troiiSème de- 
gré fans fécond terme x* + ^^ ^ — 3^1 = o> en la 
Graos(bm]^c aix-paravant en une. autre, dans laquelle x 
tfaft plus pour coefficient que l'unité? 

Comparant la propofée, avec Téquadon (A^ S' 43f 
'nous aurons a = 16 &^ b = '-*384; donc la transfof- 

•'»ée (B) S. 43 fera xs -f- x -^ ry^^ == o; ou 

icn rédui/ant x, -f- ^ — 6 = o, & la formule de fo- 
ludon, première & feule valeur réelle de x \ fera 

x = A3+k(9 +77) +r 3-^(9+,^); 

• en Téduîfant je trouve à un dîx-mîllièmè près , x = i , 6342. 

D^où je conclus à l'ordinaire que les deux autres ra- 
-cînes îmaginaÎTes font avec h môîre approxîtratîon 
«X = — o,8i^t -f- y ( — 3,0029): mais ces trois 

racines déjà trouvéeMtant celles de la transformée, font 
"J^^ 16, 6u 4 fois plus petites que celles de la propol^e 
*^ 5. 36 & 37); donc ces dernières feront' x -^. i ?^34a 

X 4^ oux — 6,5368 & x+Co, 8171 X.4;+- K 

'(—3,0029)) X 4 ou, X + 3^2684 + y 

^—48,0464.) 

46. Problème IL Réfoudre Téquation du troîfiè- 
me degré fans fécond terme x' ,+ 8 x + 6 ;= o, en 
la crai»formanrau-paravant en une. autre de même efpè- 
ce, & dans laquelle le dernier terrée foît égal h Tunîté? 

Comparant identiquement cette propofée avec l'équa- 
tion X, + ax '+ b i= o, j'ai a = 8 , b = 6 ; donc 
la transformée (D) J. 44, '^n y fubftituant ces valeur» 

D 4 
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^e"a & rfe b, devienara x» -f 1— ^ , 3, ^\ 

**" '^^ "*■ ^-g + I = oj & la formule de CoUtiotu, 
première & fluJe valeur'de x S» 44. fera fen y introduN 
fantlesvaleursdça&de b..x=^ ~~-i.4.^('î,+5£2) 



tion faite* oii a par approximatioH , x = - 0,39(5114; 

. piais cette racine réelle de la transformée eu !> 6 fois 

Sfun' r ^^^^'^ ^ P^^'P^^^^ ' «ï°°<^ c«te ÎS! 
niere^a un dix-nullièrae près, fera x = -q, 39^,4 

^ae^li ^.Z ""' <''3S;;d'où je conclus à l'ordinaire, 
que les. ^eux racipçs^ imaginaires, approchées foqt 
5^ — P» 35<5^ + K(— ,8,4816). 

fiÀ£*/''°^''''""* "'* ■ RéfoHdre l'équation du troi- 
fieme cjegre x* 6 x. +., 64 = o, Teo Jes mêm«* 

conditions que dans le . problème précédent ^ 

rion T7a?+ l""'^"''"'"- -' ^"'^'^^'' ^''^ ^'^'I"»- 
non X -t- ax + b = o, jai a :;= _.g5 b == «a 

■ foludôrtlX ''' r'""'' .^^ ^ ^ ^ ^"^ 1^ formule dé 
folution, première valeur toiq-ours réelle de l'inconnue, 

. j'aurai ?p,ute réduftion faite x = y ^L. + y (-A*^ 

4- K •^,- K ( |?)î par-conféquemles trois 

.yacioes de la transformée font réelles , inégales- it 
■ {>1«5 eUes fo;it inçpmmenfwjbles , \^ iT^^^^ 
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-^ ^ i^yC^—) 9 n^ font pas des cubes parfaits'; 

donc la transformée &par-conféquent kpropofée font 
toutes ies deux dans le cas irréduâible: mnG en faifanc 
attention que m^= J < n r= f^, & me fervant par cette 
même raifon des fériés du §. 4a, j'am-ai, en y introduis 
fant les valeurs de n = ^- & dèvN 3= 31 , les expres- 
sions fuivantes des trois racines: 

* = T^'tK (^7-&c...-&cO+K?^^ X 

C2±^ -^ l^ - ^^ ^ &C ^ '"" 

^^2 3Î (31)' 2TC3Î/ ^^'^ 

""^ 7T!^*<^^7-&c..-&cO--1^^^ 

Xa43 — &c. . . • . . — &c.)i 

Réduifant, î*ai pour les crois valeurs approchées de k 
dans Ja transformée x = o, 00624 X Ç^6\ 839) 
•=r 0, 167^; X = G, 00312 X C— ' 2^> 839) 
4-o;-oioo3X (^^4^? ii85) = 2,3447;x = o, 0031a 
X C— ^6,839) — o,. 01003 X («42» 1183) 
== — a, 5122. Mais les racines de la transformée font 

^ 04, ou 4 fois trop petites; donc il faudra les toutes 

roliltiplier par 4, pour avoir les racines approchées de 

lapropofée. s ■ , 

4?. Voici, Monfieur, une autre méthode de rendre 

-les* formules de folutîons d^ns le cas réduélible plus ftôi- 

ples qu'elles ne font $.5^,14 & 15; niais pouf y par- 

/Yçm'r, réfolvons & démontrons le problertie fuîvanr. ' 

PliQ«{.l&M$i Ëtant donné une éqciacion compk(|e 
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d'un degré quelconque s, tell^ que celle 'CÎ prife géné- 

ralement., (P) x + ax . -t bx 4" ^^ 

?+• <îx . +• &<^ » • . + f =: o, la transformer m 
«me autre, daos laquelle le coefficient d^ua terme qudi-^ 
conque déligné, foit égal à un nombre donné r? 
' SOI.UTI0N. Il faut multiplier tous les termes, ex- 
cepté le premier de la propofée, par une fraftion qvî'îa 
pour numérateur le nombre donné r, & pour dénomina- 
teur le coefficient qqe r doit reippljtCef; énfuîte éiev«f 
ces fa£leurs des coefficients de tous les termes, à com- 
mencer par le fécond, à des puîflànçes telleis ^ue celles-» 
ci forment une prog^^effiofii arithmétique croifl^nte , àoiu 
le premier terme & la raifon foyent le nombre de termes:, 
qui dans une équation cdœplette précède celai pour Jequçl 
on calcule. -^ 

Les racines de la transformée font , le fafteur da 
fécond terme de Péquation complétée fois plus grandes 
que celles de la propofée. 

Démons tration. Soit fuppofé que c'eft le coefficient 
b -du troifième terme 'de la propol*ée (P), qu'on veut 
qui foie remplacé dans la transformée, par la quantités; 
je multiplie tous les termes de notre équation par la quan- 

tîté arbitrairement prife m;&j'aîmx +max 

f — a «-*-3 •—•4 

+ mbx + mcx + mdx + &c. . . . 

+mf = o, Chaflànt le coefficient m du premier terme de 
cette dernière équation (I^ note du §» 36), j'ai U 

transformée, (;Q) x + max + m bx 

3 «—3 4 *— 4 

+ m ex + m dx + &c . . . • ; 

-f* m f = o. Mais par les conditions du- problême, îl 

faut que le coefficient m» b du uroifièmetermem bx - 
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4t là trttcsfonnée foîc égal à r; donc m, b = r, équa- 
tion de laquelle je tire m = ^ g- = (g" )' :. ftblli- 

nmnt cerre valeur de m dans tous les lennes de la 
à-ansformée (Q) , qui en font affeftés , j'ai Téquation 

fx'~' + i'ç)' ix'~' + Hk. +, . . . . . 

yt (r y f — o, & enfin toutes réduâions fidtes, 
iious aurons 01*)^*+ (V)* * ^ + 'x* 

J^ {^X f = o , c'eft ce qu'il failoit trouver & dé^ 

montrer. 

49. Mais vous remarquerez, Monfleur, que dans la 

transformée (T), lesracities font (ç-)' fois plus graa- 

des que celle$ 4e la propofée C P ) ; ep effet par la trans- 
I formation de cette dernière en Téquation f Q) ou l*équa- 
i tlon (T ) , qui eft la réduite de celle (Q ;, on a rendu 

(T) X, m foisplus grand que (P)x; mais m =î {^y 

donc (T)x = (P)5t X {l-)i 

' 50. Il eft évident, Monfieur, que ce que nous avons 
démontré pour le premier terme de notre propofé (P) 
aura lieu pour tous les autres ternies; voyons donc à pré^ 
fenc Tufage que nous pourrons faire de ces transforma- 
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rions, pour fimplîfierïes formules dé Toluttons^des ^J^m^ 
rions du troifième degré , dans les cas réduftible & irré-' 
duftible. 

Soie l'équadon générale du troifième degré fans fécond 
ccrme (A)«5+ax +b=t:o, que je veux crans? 
former en une autre dans laquelle le coefficient du fécond 
terme ax^ foît remplacé par' le nombre 3: pour opérer 
cette transformation, il ne faut, d'après ce que nous avons 
démontré 5- 48 , quejnultipHer le troifième terme b df 
iapropofée (A}, qut ne feroîtique le>quatriême d'une 

complette, par (— )'^; c'eft-à-d'ire par J/ ~: «infila 
transformée fera x^ + jx + b/^ ~ = o; ouj^' 

(B)x*+3X + y ^r = ^ î comparant -identique- 

ment cette dernière équation avec la générale x' + 
3 p X + q =^0 , j'ai 3 p.= 3 , donc p = i , & 

(J = K ^a«" ' f^^^^^^ pour abréger f = ^~^ , . nous 
aurons q = Jl/ f ; donc laformule générale delà première va- 
leur toujours réelle dé x,ferax=^ ("""^ + K — I" 

s /— Kf JZ \ 

+ K \ "ôT" ^y A + ï j » ^^ plus Cmplement 

Cette expreflîon de 1^ valeur toujours réelle de rinconnûe 
dans toute équation dû troifième degré fans fwçond terme, 
qui eft la plus fimple qu'on puifie trouver par la trans- 
«formatîon du §. 48 , a rinconvenient, fi //"f n'eft psfs 
qne quantité commenfurable, d'avoir deux radicauj: qwiç- 
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hb dç plus que dansTexpreflion primitive que. nous avons 
koùvé à X §^5 V ^ufli n'eft- îl pas à propos de s'en fer- 
vir dans les^ças rédudibles. 

^ -^^ Mais 5afl^les <ras îrrédu<ftîbles -la;c1ransformatîon 
au 5. 48 Iferc beaucoup à fimplifîer les formules. en fé- 
riés des $• 14 & 15; en effet foir toujours Téquation 
^^A) Xî -^' sFx ^ b = o , que lïôus fuppofons être 
dans le cas irréduiîlîble , je la transforme en une autre 
âgns kqueUeld troifîème' terme b de la prppofée, qui u^ 
feroît que le quatrième d*une complette, foit remplacé 
par le nombre 2; transformation qui, 4'après'la loipre« 
fcrite S* 4^9 s'opère eu multipliant le/eçond term^ de la 
jMiopofëe — ax, qui, rie ' feroît que le troîGème d'une 

formée fera xs — aj/(i^^ X x + a. = o,.ouplu<^ 

I fimplenjent p — Aif (7^) ^ + ^ ^ o ; compjà* 
[ zanc identiquement cette équadon avec la générale x^ 

donc p3 rr ^ \^ ; de plus j'ai q = a^ donc ~- = i 

^. :*,? , a7bv.7r./ r • - ^ 

q* ' •' ^ 

&^ = \i\ alnfi 'puisque la propofée ^A) eft fappo» 

* ■ * • ( > n ' 

fêe dans le cas îrreduftible^ nous aurons m = ^.= i* . 

ce qui Amplifie beaucoup les forrtiules des paragraphes 14 
Bc lis dans les deux cas de m = i > n , ou < /i; 
car elles deviendront dans le premier de ces deux cas 
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X = =;|- X (- 243 - &C, . - * ' •-!■-&«.) 



tf 



5a Et fi I <n nous aurons •- • jI -; 

SiJ/n n . 9'J*^ ' 

8i?/n , . a43 

n n» 52711^ , - 

i^= -=7- X (^7'&c..^-&t.^^y^^ X (hs^ 

:8iï/n :: :: :S4»i^ / - : :r : 

: Fàîfonsniaînt€nant,Monfie«r, s^telquerappIîeaijôœs^P 
ces transformations & formules qui^ en réfultent fur la 
Exemples fuivânja. * ( . ; " «.^ - ^ ' 

53. Problème I. Réfoudre l'équation du troifième 
degré fans fécond terme, x^ + 6 x + 8 ,==0 j; ^qjri 
évidemment n'a qu'une racine réelle, §. 19, en la mxis^ 
formant au -paravant en une autre, dans laquelle, le cpëffir 
tient 6dexfimple foit rem'phcé par lè -nombre 3? 

Comparant i^ençiquctoent laprppoféeavec Téquauca 

(A) S. 50, j'ai a =. 6, & b = 8 ; donc f = ^^ 

tT^X 64 — 8 ; intrbduifant cette vakur de f dpcs 1| 
^^ 216 ' 



MATS É M ATTQU E S. 6^ 

^50, nom aurons x = K (~ ^ » + ^ '^\ 

+ K( ^^^7^'^ )> Réduifant j'ai pour h va- 

leur réelle <Ie x à- un dix -millième près x =: — o , 7829. 
- ' I 

Mais cette valeur ici dex eft V Ignyii fçîs trop grande 
|. 49 \ donc It racine réelle de la propôfée, à un dix- 
ndllième près, fera x = — 0,7829 X K ^ =' 
— 1,07^8, & Jes deux imaginaires fe ront, avec >a même 
approximation x = 0^5536 -^y — d, 91116. 

54J PiLO BLEME IL Réfoudre Téquatîon.du troi(iè<» 
me degré fans fécond terme" x^ ■" 9 x + 3 r= o, qui 
eft dans le cîtô îrréduftible , en h trattsfof niant au -para- 
M^nt en une aâtrè^ d^s laquelle le dernier terme foie lè 
iMmibre!^? 

Comparant identiquement cette propofée avec réquatîoti 

CA) 5- 5^> r^ ^ = P, b Œ 3, donc p' = 1^-^ 

^ ^7X9 -"43- "* • 4 ~ " ^- 5^: 

ainfi n =^- — P^:= i — i« œ — il & m =r it 

întroduifam cette valeur de n dans la formule en férîei 
delà première valeur de x, ^. 52, parce que i <n = 11 ; 

fioMs aurons, x = y—i — X \^7 — 77 + 



— <!fccO ou en réduifant , xr:; 0,011 X (^^7-^0/45 
4-0,02 — &c) = 0,296; ^ais X de la transfcar* 

tnée eft yi fois trop grand , §. 49;. donc la première 
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r 

. : S 

lôchie réelle de la propofée fera x s= 0; fiç6 X Kl 

=:= o, 34. D'où je conclus que les deux autres racines 

de propofée fonc aufli à xm centième près x == — o, i^^ 

+ 2^,98; donc X =t a, 81 & X == -— 3,15; 
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Depuis ma dernière Lettrç^ Monfi^r^-faî décojuverc 
une nouvelle méthode pour réfoudre les ëquations dutrol-, 
ifième degré', qui eft infinitnent fupérieûre' par fa firapR- 
Cité & fon élégance à toutes celles connues Jusqu'à pré- 
fente ,' ainfi que vous pourrez en juger quand vous U 
«ôhhoîtrez. ^ ' 

s ' .3 - • » • î 

55. Soit X =^ y c j\- y f^ ime àes racines cher» 
cliées d^une équation du rroifième degré Êmsl fécond cçjr« 
îne qu'on veut réfoudre; fi avec les quantités c & f pri-r 
fespour racines, c'ell- à -dire avec les éqnations fimples 
;y— .c.= o&y — f=o, je forme une équation 
du fécond degré, j'aurai celle-ci y* — ^c -f»- f) f 
^-' c f = o, dans laquelle faifant pour plus de fimpli- 
citéd*=: ç -]- f ^^^^ cf -i j'aurai celle- ci y* ^ d y 
^|- r = o, que nous àppeUerotîS 7^ réduite.^ Si'k pré* 

> s a 

ftnt je cubé ia- racine fnppôfée x rz Kc + y f^ 

: , s à 

j'aurai x^= c + f + s K c* f + 3 K c f S oO 

ce qui eft la même chofe xi=;c + f+3Kcl 

X <Kc + KO- Maïs X = Kc + K f, donc 

— s 

Tfi = C + f -f. 3 |/ C f X X ; transpofant tous 

. , Us 
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les termes' dans le pretnier men^re & ordonnant 
pas rapport a x, j*ai l^éqaadon du croiûème degré 

fansfecond terme i» — 3 y7( X x — (c + f ) :^ o 

qui a certainement pour Une de Tes façioes x = y û 

+ K f > puwqu^eile w eftle cube; donc pour trouveU 
les deux autres valeurs de x, je dîvife cette éqtration 

3 

^ .^ ^yçf X X — (c -f f ) =£ o pdf fa ract- 

ne comme x — (^ c + ^ f ); ce qui rfie^ 4otwfc 

pour quoriemJ^équation dafecoi^d degré je* +(K c + K O 

X 4. 1^ c* rf- ^ f^ — ^ cf £= tf /qùrféToliie par 
la méthode ordmaîre du fécond degré niedohhjefa'potirr 

i • 3 \ 

la valeur de fes deux racjnesé x =t — (K ^ + K Q 

2 

..... j . '. .IJJ.... . ■'.. 

j^ y y,^ y (>c*) —. >/ (iO + K <^f + 

T" '••-■ s^ ' ^ • 3 C*^ '- ■ . \ '• -^ t 

J^ ÇcQ + y (fp-f aKcf^ . ou plus fimplement en 
rédoifant x = — • * ' • ♦ . ****** 

OU enfin ce qui eft la même cbofe x s^ -r.. X * * 









- ..j — ' / 



66 ' O P U S C U L ES 

Ainû Us deux dernières expi:«{Eo]3s de x-dafos notre équa« 
tîon du troîgème degré., feront x — — v Kc + Vf/ 

a ^ a 

'+ C^^f — V <^)K 'i^ï>Mâisl^quationdutroifièmede^ 

3 

gré à laquelle nous^ fomtnes parvenu x^ -r- j ,f^ ( c f ) x/^ 

(c + f ) ::= G , oucequi eftlaiçême ctofe-x^ — 3 l^t 
X X r— d = Q ( car r = cf & d = c -j- f ) Ç^ut re- 
préfeiiter généralement toutes celles du même degré dont 
on a fait lévanouir le fécond cprme; & donc on me prppofe 
ide réfoudre Téquatîon du Iroifièmè degré fans fécond 
, terme x' — 3px — q = 6, je la compare identiquement 

• 3 '.. , 
avec Téquation x' — 3 f/v X x — d := o, ce qui 
me donnera r= p' & d=q; donc connçîflànt les 
Taleursdq r&d, lesjntrçduitànt dans1'éd)\fatienâufèceèd 
degré y'— •dy-|-r=o(*)>qui alors eft^la réduite de là 

,- ^ - ■ *■ ■ I II . rt ■; ■ '■ ■ _^ 

\ ( * X Ett réfoWan t.la" rédgite y» --^ <y 4-/f ;i^ o , jV 
y = -+KT~ndoncc=- + K-7— '&f=3 

• • fc. ■- •> - '• ' ' » » „ . , ' ^ — y ' > S. 

s d Td^î I\ - '■' 

. + YX *!1 ï^ V "7 ' "^^^ J • o^f fi^* proposée a?oît été cora» 

* 1 "^ ' *■* * • . - • ■' . ' î * 

me da^s le J. a, j} -[* 3 p x -p q r= o ^ il eft évident que | 

j^ar fa- cotoparaiTon - idiotitjoe .avfic. Inéquation x^ — 3 ^/t 
X X — ",^ ==^ o , D016 aurions e'u r = — p» , d = -^ q ; 
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propoiée x' — 3px-*^ q = o, nous aurons les va^ 
leurs de € & f , qoi écanclesélémencs^defi crois expreffidoa 
de X, liie les feront toutes èonnoitrew 

56. il ell évident, que, fi leû deux racines c&f de loi 
, \ ■ ' ' ' '-■ ^ • s. 

réduite font tédles, il n*y atira que la première x = ^c 

s \ • 

i^ }/ { de h prdpofile qui le fera^ Car lés deux autres 

■■■■■I 1 ^ Il » \ "',4 » I .11 T„ ■ < ' ■■ / . * 

a . 
feront imagibaire»; puisque dés quantités réelles f roulti-^ 
pSÀéos par àMmagioaires , donnent des produits îfnagiriaî* 
Tes , & les expreffions des deux dernières valeurs de x 
feront dans fie easi- IS^ w . /,/'.•«-*»;%; 

t =.- cvc + Vf) 4- Cyc-i)vc-yC'i:)yd 



- >f-' a ' ■ V • • • , 

. "" . .a - :. 

fôrmnfe ,qiJÎ démontre ^dercfte ce que non^ venons dé 
dire, que; quand c & f font des quantités- réelles , 
la prof)oféèli'«tt â qu'une de leîle. 
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'MMtit dont ces ^ieûts dt à & r danft la fbrmiile 



• é 






aurons x==K^+^(aVpO+^-^-ï^(;^^^ 

€6 qui eft la niéme première expreigon de I^ valeur (fe x , qûs 
«elle gue nous avoua troùvéç $. 5» 

E 2 
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. 57. Maïs fi les deux* racines c & f de la réduite font 
fctaginaires, alors les trois de la propoféeibnt réelles; 
car foie c = m + ^(— n) &fr=m — |/(^n> 



nous aurons x=: ^c + Kf=F ^ +K(— r^^^* 
V ~ r-T- nI ^ I . ^11 ' ao n - ' 

+ 4cc, '.Or il n'entra rien 4*i*iagînai<e dans^ cette ex* 
preffion de la première valeur de x; dondÈlle eft réelle. 

3 • 3 

' 58. Quant aux deu^ fécondes — (Kc+Kf) 

^ »■ I II IIP»!! !■ ■- ■■ < 

a 
i CKc --^ Kf) K— 3> il eu évidem que^la pre* 

ïnîere partie — • CKc 4" K Q commune aux deux der- 

^irièrês esqjreflîôns dé x , eft rëeHe, d'àprèis ce qtiè 
nous venons de démontrer §. 57 ; les fécondes parties 

a -a ^____ 

•left'ffent^uffi; caries développettentstte iîi jh K(-^ft}J 

i — ■ » I ■•/• ' . . ^- ■ ^ .,;.. 

— m + K( — ny fomn^nt des; férîjM, Infinie^ dqat 
tous les termes font affeftés de la' quantité imaginaire 
y (r-roi)^ mais ils le font auffi dfi la guantirp imaginai- 
te 1/ C — 3); donc tous les termes de ces fériés auront 
pour faveur commun KC"^°)XjK(-^3) ^^^ a»» 
& par- conféquent ils. feront tous réels; donc ôc'c.- 

59. Les exprcflîons en fuîtes Infiqîe^s 4es~troisyateuls 
dex-qii^^ n < m"*, feront, toute réduélion faite , 

• ~ a m ' ' . - .. ç 

X = 3 C le relie comme dans la 1'^ valeur de % 
. ' .a43i.Km- ^ 



i 
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m 

X = 3 (le refle comme dans Iz d^». valeur (Je 

fl43 V m^ ^ 

X S- H) 

m 
X = " SI Clt telle comme dans h 3»»*vde«r 

^ X 5. 14.) 

60. £c îi n > m>, alors nous aurons les trois fer- 
mules fuîvantes: 

— fl m 
X = ? (le relie comme dans h i» valeur (t^ 

X $. 15O 
m 
X = T" (le refte comme dans la i^* valeur de 

i^S- 150 

m 
X =: 3 (le relie comme dans la 3">« valeur dêi 
81 yn 

xS. 15.) 

61. Si dans la propofée, le fécond terme écànc néga- 
tif, on a p3 = -5 ; alors cette équation x* — 3 p x 

*4- q =: o , aura fes trois racines réelles & deux d^en» 
cFelles feront identiques & de mêmes lignes que le dernier 
terme q de la propoféè; enfin les trois racines dç celle-ci 

feront X = + s^(î)^x = + k(J), x = 

4- Kt~ )• En effet la réddtede notte propoféè 
étant y*^dy + r = o, celle-ci réfolue me donnç 

T = + i+Ki-ïï»^ f = f & ' = i-U 

Es- 
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\ . '•—^ • 

donc puisque ^ = p^, il eft clair que y^ — r =r^ (^ 

donc c == f ; ce qui me donne pour Texpreffion de la 

première valeur de Tinconnue x =;= ^ c + p<'f , 

^ ■ d 

^^elle-ci X ==,+ a K ^ , qu îi çaufe que q =. d ^ 

— » q 
X = 4^ a f/-^. 

De roêmeîl eft évident, que, puisque yc zi: |/f, 

les dernières paryes yc^yf ^ç-3), & Kf-y^c 

* a ' ' ■ ■ \ â ' 

^ C — 3) des deux dernières Valeurs dex s'évanouî- 

rpqc , il ne leur reliera par-conféquent que la parch? 

3 s 

commune à toutes les deu? —, ( V c + y Q 

/ s d 3 d \ 3 d 3 a 

c'^eft ce qu^l fallpît'trduVer & démontrer. 

6a. De c^ que nous avons démontré précédemment, 
il s'enfuît qûé, quand dans la prôpofée le fécond terme 
gpx eft pofitif, elle n'a qu'une racine réelle; car alors 
lé dernier terme r de la réduite eft négatif ^ ce qui affine 
que celle-ci a.feâ deux racines réelles & inégales, & par- 
conféquent la ptopofée a deux racines imaginaires. Donc 
auffi lorsque dans une équation complecte du trbifième 
degré, le troifième terme étant pofitîf,, fon coçfficien; 
çft plus grand que le tiers du guarré de celui du fécond terme, 
quelques fipiç d'aiilcuislca^ ljgnei>qui précèdent lefeçon<i 
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& quatrième termes , on eft fur que la propofée n'a 
^qu'une racine réeJle, $. 20. 

63. En comparât, Monfleur, cette méthode ici y 
pour résoudre les équations du troiflème degré , avec 
celle que je vous ai expliquée dans la dernière lettteique 
j'a\ eu Fhonneur de ^ous écrire; vous verrez combien 
là mienne eft fupérîeure, car je fuis parvenu bien plustôt 
aux formules de foludons, qui, qudîqu'identîques avec 
celles du §• 5, paroiflent bien plus Amples: d'ailleuw 
Tincertitude que nous avons fait cèfler^par les démon* 
ftratîons des paragraphes 3 & 6 , n'exifte pas par ma 
méçhode, & elle eft en général bien, plus fimple. FaÙbns- 
en rapplication. fur les mêmes problêmes numériques, 
que dans la lettre III , afin que vous. puilUez comparer 
enfemble Tufage des deux méthodes. 

64. Problème I. Réfoudre Téquation du troîfiè- 
ine degré fans fécond terme x^ — 6x-f-9 = o? 

En la comparant identiquement avec Téquation géné- 
rale y& -• 3px — q = o, j'ai p = 2; donc r = p* 
z= 8, & q = -^ 9; donc d ;±= q = — 9. Intro- 
duîfant ces valeurs de r & d dans la réduite y» — d y 
-f. r =2 o, j'ai ceile-d y* + 97 + S= o, laquelle 

réfolue me donne y = — ^ + y—^-S^i^î^i 

» 
donc c !=— I & f = — 8 : sio6 x =: yc + y{ 

==:/^<-0 + ^(-8) =- 1-2 =-3; 

de mêmç x = — Ckc + >^ f ) + pc — Vï 

■■ . ' - 2 - 2 ■ • 

K C— 3) = - C i^ c - o .+ yj^-i^^ + 

♦ " a " 

E4 ■ 
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^5. PnoBLEMB IL Refondre réqtiati<n éi txoiûh- 
sae degré fans fécond terme x»~i2X+i(S=oî 

Lu comparant identiquement avec Téquation générale 
X» -^ 3pjf — q = o , j'ai p = 4 , q = — 16,; 

donc p' == 64 à ~ = ^4; «infi d'après ce que nous 
avons démomré §. 6^ , x = 2 jf/ — =4, 3;::;= -K-^ 

66. Problème lU. j^éfoudre Téquation x^ — 1 8 X 
r— as = o? 

La Gomparanc idenciquetnenç avec Téquadon générale 

X' — 3px — q \s:=: o, j'ai p = 6, q = ^8 J donç 

r = p^ = ai6, & d = q = a8: ^infi larédukeeft 
y' — a8 y + ii6 = o, ^ qgi réfolue me dpnne 
y = 14 + J^^ 196 — 216 = 14 + f/ (— 2o)t; 
donc 1^ propofée eft dans le cas irréduilible : faifam 
m == 14, n = 20, j'aurai , en introduifant ces va-» 
jours de m & n dans les formules du §. 59 , parce 

28 
<iue u == ûp < m' ==: 196; 3C =ï= 3 

^ (^« + ^^^ - &^-) = 4. 87 &c. 

67. U efl: évident , Monfieur, qu'en faifant éprouva 
1^ riotre équation générale les u-Anstbrmations indiquéesi. 
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S- 39 ^ 40» leis valeurs de C & de f en fercMit plus Am- 
ples dans le cas réduétible; car alors par la première 
d6 ces deox transformations , notre proporée x' — 
3px ^ q = o, fera transformée en celle-ci x' — x 

— q =;= o C)i donc r = p' = ^ (f), d.= q: 
jmfi.y = i+K- — i-;doncx=Kc + z>f 

&c. Par h transfonnadoo du J. 40 , vous verrez aifément 
que la réduite fera y- — y + r = o , de laquelle je 
cire. y:3:î + ^5 — r; donc &c. Cette dernière 
uatisformacioa^ dans le cas irrédudlible & que par-con*- 
4[^ueiit I < r^ fimplUiera les formules en fériés des trois 
valeurs de x, ainfi que nous Tavons vu, $• 41. 

68. Cette dernière transformation dont nous venons 
de parler dans le paragraphe précédent, & qui fimplifie 
les expfeflions en fuites infinies des trois valeurs de x , 
pourra aofll par ma méthode , s'opérer fur la réduite 
y* — dy + r=:o, en rendant d, coefficient du fécond 
terme , égal à Tunité ; ce quej'obtiendraî d'après la règle 
préfcrîte ^S» 3^> ^° dîvîfint r par d», & enfuite multi- 



(♦) Il fautfeîre attention que q de la transformée n'eft pw 
égal à q de la propofée , puisque par la transform ation y g de la 
transformée cftégal à qde la propofée, divifépar ](/ 27 p* J.30; 
jnais nous avons toujours repréfenié le dernier terme par q. 

et) En effet cette équation x' •-• x — q =.0, comparée à 
celle dont elle cft la transformée, mais çonfidérée à préfent que 
comme une équation générale à laquelle on a comparé \idcndque- 
ment vue autre de même efpèccî qu'on veut réfoudre» me doi^ne 

, F 5 
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n =11, j'aî pour la première valeur de x, en mefer^ 
vanc des fériés du §. 15 , à caufe que m* =; 1 < n =: n»» 
j'ai, dis -je, pour la première valeur de Tinconaue i 
un millième près , x = o , aff6 ; mais celle-â eJS: 

J/ ^=z y^ fois trop grande: donc la mie valeur de 

X à un millième près fera x = 0, ,296, X K ^.^^fU 
(voyez pour tous les réfultats le $• SéO 

'L E T T R E V. 

,Si je n'avoîs pas reçu, Monfieur, votre denîère lettre 
qui renferme la charmante méchode.pow la réfolml^u-d^f 
équations du troifième degré, dont vous êtes l'auteur; 
/ j'auroiscru quecdleque vous m'avez écrite auparavant y 
renfermoit tout ce qu'où peut attendre de plus complet dans 
ce genre-là. J'y ai lu avec bien du plaifîr tout ce que 

Vous dîtes fur les équations de cette forme t^ + &c. ; 
ce n'eft pas avec moins de fatîsfaftion que j*ûivu \ts trans- 
formations ingénievifes que vous faites éprouver aux équa- 
tions complettes d'une degré quelconque s §.36 & 49^ 
iSc qui vous fervent à Amplifier les formules defolutîons 
dans les équations du troifièçie degré fans fécond terme, 
Toit dans le cas réduftible ou dans le cas îrréduftîble; 
j'ai même, avant de recevoir votre dernière lettre, trou- 
vé dans celle qui la précédoit, la route que vous fuivièa 
pour avoir les trois expreflîons de x, §. 5 , fi fimple que 
j'ai voulu m'en fervir, pour obtenir les expreflîons géné- 
rales des quatre valeurs de x dans les équations du qua- 
trième degré fans fécond terme, telle que celle-ci prife 
généralement, x-» + px^" + q^ + ^ = 0: j'ai donc 
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cherché îi tômbintr enfemWc Its équations y^»— 1 =: o 
& cy» + f T* + ^y + X î5=: o; laaÎB bteitôr j« fuis 
to«&b4 da» de ealeolii fi longs & fi cpn^liciués, que^. 
dégoûté de moDemreprtTe^ je Tai enriécement abandonnée » 
& m'en fuk tenu k la méchode que dôme M'. Clairaui 
dms fes éléments d^Algèhre, donc j*al parfaitement bien 
entendu la!démonftration; mais riea (ibns ce genrerSi fit 
fur ce fûjrt n'égale en élégance & clarté, la méthode 
qu'un de ipes* amiis m'a appris fie qu'il dit appartenir au 
fameux Léonard Eulér , grand maâiématicien. * II eft 
îtiulheureuxque, Û cette méthode èft telle dans Touvrage 
de Vaûteur, que ce qa*on m'en aappris^ ^ce dont^n m'a 
tifluré) elle fbit privée de beaucoup à'àvantages qtfoiït 
ies ancres méthodes connues » ainfî que J'ayra! l'honneur 
de vous le faire remowïuer à la fuite de ce que Je vife 
'tous éi dire, qûîjelt*^ je vous allure, tout ce que f en 
fais, 3'eÇ)ère que vptis pourrez ,\MoD(îeur , lorsqup 
vous conridîtrez cette charmante méthode, eh.dévdappet 
-tous les avantages' qui échappent 'à mon peu de fciènce, 
fie que vous la tendrez 'auffi compÛtte que toutes celf^s 
'confftres jusqu'à préftnt, " /. ' '] : * 

" 7î2. Soie foppofé que X t=i |<^a4-Kl>. .+ ^^T^ 
une des racfties , cherchée de l*équatîori . du quatrièbte 
* deôré , qu'on veut téfoxidre'; fi avec les quantités a, b,(î, 
; jprîfes pour racines, je forme une équation du troîfièirfe 
tdegrè dont les écjlïatîoHs fimplescomporantes* feront paf- 
itotlféquetit y — ^ à '±= 0, y — b == o, y — c = ; 
fauoil celle-ci CA/ y^ ~ mv^-j-^ny — s = €►, 
iîahs laquelle m == a -f- b +''c%'û == ab -f- ^Tc 
-f.bc,Si=:abc:r^à préfent je.quarre la racine fup- 
pofte X z^' y^ + yh + //e, fàuraî x' = a +b 
4r c^ .-f" a Kab-f* ^ ybc^:a j/ac i> tpîis a -f I* 
-|- c*'=i m , donc x* = m -{- 2^ab+ a yhc-^- 
a* j^âc; fie cranàpoihnt ai dans le premier membre, j'ai 
V — m = t //'afc+ ^ Kb^-lr ^ y^^ ; quarranc ce 
quarré de la racine fuppofée , j'aurai pour la quatrième 
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guiflànce | Té^uation du (juatriàme -d^gré x^ *^ . ^ ni 
x^ -jr^ ma = 4 ab + 4 ac +v4 b c + Ô j/oFhz 
+ 8^^ali»c + E//4ibc* ; mais les tmfe ï^reœlers lermes 
dii^econd membre'^exetce ég uacion fofirmaitipliés par 4, 
& ks trbis ' derniers . par 8 j^ a br ; . donc C R) x^ - a m 
X* i-:m^= 4 X Cab +'iac + bc) + 8 ^àb^ 
XaKa + Kb'+ f^c): taaîsab.+ aç+bc-zn; 
à]>ç:= s & J/ti +"yh^ Kc = x; donc mettant 
dàn^J^quation (B) les; lettres n,;s & x à la plgçe de 
leurs, valeurs, elle deviendra, eh jranppbfant tous les .ter- 
jne3 "dans lé premier'Wémbre, & gr^prinant par rapport 
Vx, CD): ^.jrrftàr— 8 y^Xx +m4 = o ; or 

une des.racînés de qe tfiç équation d.q quatrième deg^é» èfl 
ïiep^;éYÎdemment ^:ç"=f 'Kâ + ^. + ^c, çuîsqùè 
l*équâpoh'CDp,.€n^^^^ quatrième puiflahcé; înàîs â^ 
î)' S:\ c .fônç lés^^fliQJft Pleines de Tëquatîon, du irofiême 
de^é (à); .^cg)nc:\^^ré^^^ on à les 

trois quanutéç/dônt la ïomme des trois racines qùarréès 
forment une valeur dé x dans réqutîon. du quatrième àor 
gré.(D)rquirp^tjêtre regard^^ comme répréfentant tou- 
tes celles dansle^iuèïlèsoh à fait .évanouir le Tecondtenriç, 
Voyons donc coiT? ment par elle nous pourrons réfoudre 
toute autre, équat;ipn du Quatrième degré ftns fécond tisnae , 
fteUe que celle cî"pr^^ ÇpJ) x^ — pi* 

-r q^ ~J — ^v ;J*2.^a. compare identiquement avec 

Péquation (P'),^&j'a^ i^ p zix'umi donc m =: JBf 

io. q = 8 Ksr dcjnç Ks = Â & s ~ |!^ 30^ _ 
r = m^ -*- 4ti, oumettatitdan'scettedemîèreéquatîon 
à la place de m» fa valeur -^^ tirée de l'équation in=:: ^* 
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nous aurons, — r =5-^ — 40; a où je rire n = 

i {§ -h T* Sati^mat ces valeurs. de m, n, s, dans 

réqi^On du groffîôqie d^é (A), j« Rourrai la réibu^ 
; dre, puisqu*alors les valeurs des coefficients me font con- 
nue» ^- d^^rès oda^çqnnoiilinc les, valeurs de a. b, c, 
I faùraî la radne x r^J/a + Kb 4" Kc dl notre 
: fgeopoSéc C^^ • Pr' cette ractoeà caufe des doubles 
' figpes ^ & — • (]ui doivent précéder chacun des ■ 
trois radicaux quaité», fe préftote amfi qu'il fâit:' 
; X = J^ y» i.^t> ± :Kc ; formule^ génénae dft 
I ki^uelle je tire , : en admettant tous les changements 
{^/nble$.4e li^gqes, les huic formules fuivantes:. , 

X == K-a+^bH4^c, . x=:-Kà— Kb-rK:c^ 

X = Ka — Kb— Kc, x=r|^a4.Kb+Kc# 

X =-/^a-^Kb+Kc, x=:-Ka+Kb-^c; 

-*^7K«-frb-Kc, x:;?, l^a-^Kb+Kc 

pSvDeces.huit ioraniles, expreffîqns des valeurs dé 
X > il ne p&it y en avoir quer quatre qui foyent les vraies; 
w celles-ci fetoot. les quatre premières,, ii dans la propo- 
1^ (P) letr^fiètçe twne eft négatif; c*eft-à-dire.quë 

j^-'w pofitif; ' &'cù^ftr0nt les quatre dernières, quand 

I wpajk propofée & hbi^hne terme eft pofitif, c'eft^-afi- 

re que i .eft négatif. En çHèt,- puisque Ks= | C<e- 

, coh^'équation rëfultanté de la compiiiifon identique des 
deux, (p j[ & ( p;j), il éft évident que, ï^s. fera pofi- 
tif quand I l'eft ; nais s = a b c, donc J/ s = K fl 
X 3Kb X yç; or, afin que le produit réfulcanc de la mul* 
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tîplîcation des trois quantités l^ra, ï^b, Vc foie pofi- 

tif, ii faut que ces 'dernières foyent pofidve^ en nombre 
impair; condition qui n'exifte que dans les quatre pre- 
mière» foriDuleS) qui fobcpàr-cônfôqttem)^ quatre feules 

expreffions des iWîfei vafcurs dfe x quttndf |- eft po6«K 



c 



Sî a^côntràfre f^eft négatif, Veft-à-di*e qtiejtf itôl- 

(ième terme de U pr^ôfée (P) eft pofitif^ alors il eft 

^vidçntqud» puisque, |rf s =? ^ , U quandxé y s fera 

flégatîve; donc Ife produit des trois fâfteHrïiï^iâ^i^tL, Pc, 
qui eft égal ^f^s^ dévîa être négâdf: donc ces mêmes 
iaéteurs devront- être négatif en nonabre inipÂirs* coiidir 
tion qui n'exifte que dans les quatre dernières formules, 
qui i^ntpar^çonCéqurat les quacre^s^es Vôûçs^xpreffiom 

de Xi quand j eft négatif. ,'-\' ... « '_ -_! !. 

Ce que je tTou^re de bien agréaBîe, Monfleur; "dad^ 
cette méthode, c'eft qu*on ne parvient qu'à huiL.expres- 
fions des quatre valeurs de x, 6t' qu*ôiî démontre *JâS la 
manière la plus fimplè, qu^dJes font c^sx^ulçonviehnefet 
à la proppfée, au'Kèu-que par là méthoSé générsîçment 
coiinuê deC«rf^^i**y^^& quèj-afîtr daiis^è traité d'Algè- 
bre de M*. CJ4kaun X\ feut d'jatbpçidcmomiçr ridÉ^ntlÉé 
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que, quelque foît des firvaléurs àery/ dans iaréiîuite 
r- 4r i 



trodolc 
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trodaîc dam une de ces formules ci-deflus, on a toajours 
tes "quatre mêmes valeurs de x ; d'ailleurs h fécondé 
de ces deux formules générales, qui eft la plus firapie 
des deuk> Téft .eaeore bîén'moinâ que celle x == -f- y à. 
-|- J/b + Kc qu'on obtient pat la méthode dTM'k 
jEÛ/er. Voilà, Mcwfieiir, les avahtàgesx que me femble 
avoir ,1a méthode de Mr. Euler fur celle de Cardan i 
I TKiaîs d'un autre Côté volciles imperFeûionsqu'dle mé paroH 
f avoir, & que je fuis pérfuadé n'être qu'-apparentes: i**i 
( je n'aî pu réfoucfre par cette méthode ici que les équations 
{ du, quacrième degré, qui ont' toutes leurs racines réelles; 
I 51*. je' tie tonttoii rien dans i'équatioh (A) qui m'indî- 
} ' tque fi la propoféô a toutes fes raéines réelles , bu iraagî- 
tiaîre's, pu deux réelles & deux imaginaires ; 3°. quand 
Véquatf'on (^ A) n*a qu'une racine réelle, alors la com- 
poflcion des racines de lia propofée m'embàrrafl^ infini- 
ment; car dans ces Cas- là, ces dernières tne parôilfent im:t- 
gînaîtes; quoique je vtie fois aflTuré jiar la méthode connue 
de Cardan , que la propofé^ avoit alors dieux racines 
réelles & deux imaginaires. 

Telle eft, Monfieur, la méthode imparfaite que jevoiis 
Wivoye, mais je fuis pérfuadé qu'elle fortira de vos mains 
auflî complette qu'aucune de celles. connues.; . & alors 
on pourra avec raifon lui donner la préférance fur toutes 
les autres , par l'élégante fimplicité de fa d'émonftratiorî 
& de la formule générale de folution. J'ajoute ici \ 
Monfieur, l'application qlie j'ai. faite. de là méchode dé 
M'. Euîer ^ fur la feule efpèce d'équation numérique 
qu'elle m'a permis de réfoudre. 

74. PfiOBLEME. Réfoudre Téquation du quatrième 
degré fans fécond teifmé x^ — 106 x* — 86 x + 
iaaoi ±=0? 

Je compare fdehtîqUemént.la propofée avec l'équation 

générale (P^x* — px\— ' qx — r = 6; & j'ai 

• l^ar-çônféqUent p = lod, q = 80 & r = — a2pi ; 
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naifi noua avons vu $. ^aj que par la compariifen iden^ 
dquedes équations (P) & (D), nous avions lesiroia 

équations partielles m.= -,n=.jg +^- & s =: 

2- ; donc mettant dans ces dernières les valeurs de p , q 

& r, nou3 aurons m =.-j- •= 53» n = — jg- — ^ 

i^ z^z 152, s = -4— = 100: ainfi, întroduîfent 

4 . , , ^ ^ 

Ces valeurs de m , n & .s dans réquat^oii du troifième 
degré (A) y' — my» + ny ^^ s'=o, nous aurons 
celle ci y^ — J3y^ + 152 y — 100= o. Or le» 
trois racines de cette dernière font 50, s & i ; donc puisjF- 
que q = 80 eft pofitif , nous prendrons , pour nous 
conformer à la règle démontrée §• 73» ^«s quatrç pre- 
mières- formules du §.71, & nous aurons x = 1^50 
4-Ka + K 1, x = K5o - Ka - ^^ I ; 3ç= - K 50 
_ j/a + Ki; X = — y 50 + Ka — Kl. 
Donc les quatre racines cherchées de la propofée, appro* 
cbéesàun cent millième près, font 9,48582; 4965686) 
' — 6,65686; — 7,48528. 
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Vous avez parfaitement bîeo fait, Monlîeur , de «e 
pas vous obftiner à vouloir trouver rexpreffion^des qua- 
tre racines de Téquation générale du^ quatrième degré 
x^4"Px^ + Sx + r=:o,en combinant enfemble 
les deux y» — i =0 & c y^ + f y* + hy + x = o; 
vous auriez, après des calculs très-Ion^ & très-peniblest 



MATH ÊMi^TlQtJ t È. 9| 
obtenu la féddfie 64F -fc sapf^ 4* 4P'*7f*— q=0| 

dtti^ laquelle il aqroit fallu regarder f comme l^incoDOue^ 
or cette réduite générale, la démonftration & le calcul 
^^cecce-méUiode étant beaucoup plus compliqués que 
^ns celle de Cardan , vous avez eu railbn de donner h 
préférwce à ^ene dernière t mais ainfi que vous^ Moth 
fiçur i je trovv^ que ceUe-cî même 'n*apj>roche pas ei| 
Qlané & élégance la méthode de M'. Euler. Jayoï^Q 
qoe je o^en avois paa la moincfre connoillànce, & je voi» 
ai la plus grande obligation de me V^voir aj^prUè ; jié 
veux vous en témoigner ma reconnoiflànce en vous faifant; 
connoltre tous les avantages que j V ai trouvée renfermés ^ 
& qui rendent la théorie . de cette charmante méthode in- 
finiment fupérieure à celle fi généralement Connue de Carf 
4an. 

75. Le dernier terme de l*équation du troifième degré 
( a3 y^ -* my* 4* ny ~ ^ — o» 4^^ nous appelé- 
tens auiS la réduite 9 ne peui janjais dans aucun cas 

^étre pofitif ; car ^lorsdans Téquation^s = -31 5. 7a, I0 

-premier membre feroit négaqf ^ ce qui eft impoffible, 

puisque ^ quari^é de + ^ ne peut qu*être pofidf, 

76. Donc dans ia réduite ( A ) , le norabrejde racines po- 
«.ficives doivent étrç en nombre impair, car fi elles étoieûÉ 

(çnpomb»pgir, leilernier terroe de l*équation CA) fe^ 
roit pofitif; ce qui lie peut être ^ d-après k démonftra- 
tk)n du paragraphe précéjent, 

> Donc la rédiiîte a toujours, ou tpwt|s fts trois /aCîne* 
pofitives^ ou feulement rien qu^unej mais elle ne peut 
les avoir toutes négatives, car alors le dernier terme dô 
Ja réduite feroit pofitif. 

77. Lorsque dans la réduite (A) toutes les faditei 
fpnt r^eljes^pofitives^ Il eft évident que toutes a«l)M 
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delapropofée (P) le feront \ puîsqu*alors la Formute 
générale x = j+- î^a + Vh + Vc , d'où on rire, 
tes expreflions des quatre valeurs °de x, ne contient rien 
d'imaginaire. 

- 78. Lorsque dans la réduite (A) toutes les racines 
font réelles , inégahes , & qu'il n'y en a qu'une de pofiti- 
ve, toutes celles de la propofée (P) font imaginakes. 
En effet, foit a^, — b, — c; les trois racines de la ré-' 
duite (A), la formule générale qui contient rioxpreffioa 
des quatre valeurs de la dans la propofée (P^ , fera 
X.— H- Jl^a + K( — b) + ^^(•-c), de laquelle 
on ne peut tirer que des expreflions imaginaires. 

^9. Ces quatre racines imaginaires feront exprimées 
par les quatre dernières formules du J. 72 , fi dans la 
propofée le troifième terme qx eft pofitif , & par les 
quatre dernières fi qx eft négatif: avapt de le prouvei',- 
démontrons le lemme fuîvant. ^ 

Le M ME. Soit d & h deux quantités inégales, je 
disque K(— d*) X K (— h") =— "dh; en effet j/ 
<- d') X Vi-^'} = K(d* h*): de même ^( — d^) X 
K(- hV = y à X K(-d) X Kb X K(-h) 

'c=K^h X Kdhî& = KC— d^) >< KC-dh> 
or puisque dans l'équation ^ (^r- d*>) X yÇ — h"} 

sr; ^ d' h* Iç denier membre eft le produit de deux quan* 
^tés imaginaires , en la prenant encore comme produit des 
xleux quantités imaginaires y (^ — dh) &, yC -^ dh^» 
•»bus aurons K(- dh) X J^(— dh);=r ylFb* 
= - dh C*) 

Par-conféquent , puisque ^<^*— b) X K C~ ^) 
sr: y bc: fi no^js rèpréfentons par #, la racine quarrée 



{*) Voyez la féconde Dote du $• $. 
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de V>c,nqmaii|ron» K(— î>) x KC— c) =—«; 

dose fi dans Ja propo(ëe (P}» r- ^^ poficif, & que par<^ 

conféquenr y s le foicanfli, il faudra prendre les quatre 
premières ftNrmules du §. 72 » avec des fignes contraires 
devant T^aJ c*éfl;-k-dire qu'il faudra' prendre les quatre 

dernières, & vice verfty fi §- efl: négatif ; ce qui fe dé^ 

njpntre de la^ même manière. 

• 80. ^Qulnd la réduite ^ A) nV qu\me racine pofichre, 
mids que les deux n^atives font égales, & que par con- 
féquént les trois racines de (A) font réelles (puisque 
deux racines imaginaires d^une même équation da troifiè^ 
me degré ne peuvent être égales entr*elles^ alors la pro- 
pofée n'a que deux racines réelles, & qui font toujours 
égales ennr'elles & kla racine quarrée de la racine pofitive 
de la réduite. 

En effet, foit^ fujppbfé qutf les trois racines de la rédqîté 
font a , ~ b, ~ b, alors la formule générale qui 
contient rèxpréffibn des quatre valeurs de x, fera 
X = + |/a + |/(- b) 4: K(-^ b); de laquelle 
on tire Jes huit formules fuivantes: 

x= Fa— KC-bJI-KC-b), x=i'ï/a+K-b)+K-b), 
x=-Ka-K-b)+KGb), 5c= Ka+>^(-W-K-b), 
x=.Ka+J/(-b)~J/(-b); x= J/a-KC-^j+KC-b)} 

ffSX çn réduifentx=J/'a+ftK(-b),x=-J/a— 2Î^C-b)^ 
x=Ka-2Î/^b),x=-Ka+aî/(.b)i 
x=.Ka, . x = ï/a, 

x=.j/a; x=J/a; 

Ce^ buit dernières formules dén^ontrent dq rejde r4non* 
ce de cette propofitîon. 

81. Dans le cas dont nous parlons., les deqx racinef 
féelies & égalés éntr^elles de la propose feront po^ 

F 3 
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iives quand le troiftème teirm ^x eft né^t^f^ & ii&gii« 
tives quaad ce même troifièrae^ terrM qx de, la propoféa 
cftpofitîf: car puisque la t^dulteXA)' à dèûx i*aclnes 
négatives, le$ quatre preàilèrçi9 formules: du $. do (eront 

les expreflîons de x, iquànjf |- éft négatif; ^ ViV^ ver^ 

fd quand |. eftpofîtlf,' ^^Vsf C*)^ dàttc dani le pre- 

latoCfts de^- n^gWif yÇ*eft;Mire de qx pqfic^f, les 
racines 'réelles delà propbféé feront *— 'j/à & — ^ Kai 
éc ésm le fécond de ^^ po&if , c'e(t**ii*dire de q x ' négai*» 

^if> l^^îdcujç racines réelles de' la propofée feront ï<à 

!5t.K». • : •■•;. ^ i,r ., . , 

82. Avant d'aller plus loîn^ féfolvdns &. ^émontropç 
l^sdei^X; problèmes fuivant^ > qui fpACf.nécpflàiFe^ pour 
ï'iDttlligence de ce qui nous refte à dire. \: \| . 
• PrP«l£M>)I^ ï. Êta^nt donhé les de^ibinonies f -^ 

|/ ( -r d ) , trouver rejcpfreffian de leurs ipacines quarrée? 

en quantités finies/ " 



\ (♦) La démohftratîon dans ce cas îd eft eficdre p^iis lîmpTe 
tjue'dans celui du J. 792 En cfFet puisque s iT a X -^ b 
X;^ b, onaura J/s =-|/a X K(--b) X K(— b); 
mais.)/ C— b) X f/C-r^^r^.?^^' fc= — b (24c note da 

f.S); donc J/s ;:= jK» X -^ b ;i: •r-b jt^a; donçfi -- cil 

npfîtif ^ parconféquent que ]l/s le foît auflî, il faudra que J^a 
toit négatif: ain0 dans ce Cfs^ïà îifâut jpteodfe, pour lea exprès* 
fions dta quatre valeurs de x, les quatre derni^rei fotfflUi«s, 4i 
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,Soit fiippK>ré q»e h + k eft k, racine cherchée 
'«de f 4- K C>- ^y c'ôft.à-dire qu'on ait h + k = 
P^ f + ^C-^)i donc (h ±^viy ou h* -J^^sKk 
" -f. K" =: f 4: K C— d)î î* «ft évident que daiîs Cék- 
te dernière équation, foît qu'on fuppofe que h & k font 
deux quantités radicales dont Tune imaginaire (*), ou 
iflême que l'une foit rationnelle & l'autre imaginaire, ^ 
les quantités h' & R^ feront rationnelles; mais auflif il 
<ft clair que «bic^ i]&ra< dans ka dedx cas mentionnés 
ci-deiTus une quantité imaginaire, parce qu'inévitable- ' 
cnent une des deux. quantités h & k eft imaginaire (f^; / 
donc de l'équation h" -f a&K + K*r= f + KC-dJ, ^ 
je tirerai les deux fuivantes j^ E } h« -f- k* =: f & 
« hs: = KîC-^î<î)5 prenant dans^isette dernière la vil- 
leur àe K , j'^ai K = ^ ^ ^ i donc k. =;: J^,; 
înbtoduifaac^ cette valeur dé lè* dans -Féquation (E^T, 

î'ai h*-— —r- s± Pj itîultipliant tous lès termes de dette 

' ■ ' ' ■ 4 i^ • . j *' '' ' '■ ' 

; dernière pair hs .& ordonnant par rapitortà h , j'ai h^ — 
•f h* ^ — = ôv équation qui,' réfblue par la méthocie 

;^. — , — 1» . ■ ) — .-î-— - — '. -j . — r— — ^ 

C^) Les deux quantités h & k ne peuvent être en même tems 
Jmaçitoàires , car alors le quarré du binpme_h -:J- k feroît réel, 

parce que, Comme nous le façons , des quantltérimaginaires mul* 
«^ti^tiées par d'iauos imaginalfM doDUlsm ixoUr produit des ^n* 

-tHén"fcy««. . . . -.\ . .. ..;; j^ - i 

.^ ( t ) ^ effet fi h &' K Soient deua^ quantités relies, le quar- v 
lié du hirioçie h -Jj jc Çeroit réel ,• donc, Une ppiirtoft plMs étiQ égal 
'À ULVmÂti ia^a^nfike f^ KC^4)4.> . ■ i 
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/ 
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ç!u fécond degré, mç dopne h^ =3; 1 4-^ ^;^* "^ ^ 1 



\ 



•h valeur h* dans l'équation C^) » ï'^ ^' 4* F + 



T . o^ — =: ?; donc en transpo&ttt, j'aurai, l'éqi»- 



'^on i^ = f .qp?^^l±i^, ,f ..enfin' ç = + 



V(f3f^:4±4.-)v ain<i,:=.b-.+ U«.4 

prçnant que les :figTje? ftipérieurs quj précèdent les ra$- 

<iaux du fécond ordre Q**) (ce qui eft laœême chofè 

^^e, H' op pr0t|^ te» fdeuK mféneui»». ii .ce' n'eft ^^idofS 

h fe ^ changeroic cîn k, . & réciproquement k en^) 

pous aurons h + ^ = + Jk* (- + ^ *^"^ ^ V 



.w(if)lfous. appelons tsdiotux <)fi fecbDév em^ffièmc', qaa^rtème 




bràiïenc en çBCier l€&.i»l^s '4e h'^&^kj (pnt dé« ràdkiitt 4| 
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çfeàentles isidisaia.do premier ordre, c*«ft-à- dire k» valeqr$ 

-etttières de b & de x , il eft évident qu'ils feront tour les 

deux pofidfs fi f & K C—^ ) 1« Ûîtiti& il feront en op- 

pofidon, quand KC^^d) ^ft nég;iiif; car h + ç, 

ou — h K, font également les racines quarrées de 

h» + a h K + k': « h — K ou -«^ h ' 4^ K foift 
également les racines qtfaitées de/ h* — * M_+ «t*» 

dope f 4-K(-^y = K/ f+Kf'+dA + 
y ^ f - ^-f» + d ^ ;■ 6;f- // C -^ d j' :ç 

S3« ?R0Bi<2MB II* Etant donné les deqx binom^ 
_ f *^_ j/ (_. d), trouver l'expreffion de leurs raci- 
nes qôârrées en quantité» finies? " , 

Soie fuppofé que h -t K == J^ ^^ + Kr-^d;^» 

- & par-conféqueht h* ,-f ah ç 4- k* = -^f + KC-d^ 

ie lire de cette demvèreéquation le? deux fuivantes, (E) 

h' 4,k'^- f & ahK = y C-d); de. cet^ 

demiire tinmtla vàlèut de h, j'ai h = — ^i » ^'^ 

-h^>i=r "^ :u ainfi réquadoa (E ) devtenf, après qw 

/ai multiplié tous les termes par k», trtnfporé & ordon- 
né par rapport ^ ^; ... » ' '_ ^'* -^ \ «-^-^ 

tj- ^ j^dftne < = ,-^ + - ;-, ; _ ' ** ■ > X 

t'^ /-^ ^ I V-i^'-jf d \ . î«M-AAi<fiint la valeur de 

■'^» dans, Véquaw» f ^ ) , j'^ , après- avpirtraospof&i 

fi 



^ 
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ft : 7=. . 1 H- - — ^^-- ; donc h = +, . . ; . ; 

f^ ( "^' "^ ^ *' "ti *^ j, Aidfl en ne prenant que lés 

£g(ies fupérieuts des radicaux du fecpnd ordre , ^ lei con- 
;Ve|iables du demiçr r adkal du premier ordre, nous aurons 

donc^irrFp^ir^i ^ y (=S:r.vil±â ) • 

84.. Si dans la réduite (A) toutes les racines font po- 
.fitiyes, mais; qu'jl y-en ait deux d'imaginaires, & qu'en- 
^ efies ibient a.&.f '4.. |/ (_ d) ; je dis qu'alors 
Jte .pfop'ojëe a deux rétines réelles ~& deux imaginaires. 
.^ En; effet les apis, racines de la réduite rA) étant à, 
^.+. ^ f "" '^^ ^ ^ - K ( -^ d ; , -la formulé g^! 
.oéfale qui contient l'expréffion des qoatre racines de l'in- 
connue, fêta X = ^ y.i 4. ^ (f 4.7/ (- d);), 

(i ^^'Cf T VX-t à)), de laijMiU© jVilrr-U!oRJi- 
nàire le?; huit fuivMjtes: ; ' 

«==.*/a w Ç f4,..|/(_d ' ^ i[-^l £^.^;^_-w 55 
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Or nous avons vu.S. 8a, que fl^ y (_ d>* 






donc les huk formules ci-deflus de viendront, , . . i » 

., x= ^^a + yc%{ + » y f, 4^) » .. 

X = Va '^ K (a f + a K f 4- d) *!. 
' & k = - ^a — >/ (^ a f +"4 kF+T)",~" 

fen examinant ces huit forranles, on vdt dfément que 
îcs deux Ipremièrç» valeurs dç x dans l*m & .J>utt?;.;^ 



OPUSCULES 



ie.-Hh ^ rontrédleà; c*eftévidait: nwis.qa^ let-àeât 
dernières dans les deux mêmes cas de + ^ font îfridgi- 



naîres, car f < K P + d (♦);aonc af-a Kf' + d 
cft une quantité négative , par-conféquent K (^ji f 

— • a î^ ta + d) eft'une quantité imaginaire; c*eft ce 
.qtj'i! failoît démontrer. . 

85. Si la réduite (A) n^a que fa racine réelle de po- 

'ficivé 9 c*eftà-dire que les deux imaginaires foient 

* — f + ^^ (— 4)i ^^^^^ ^^ propofée (P) aura, aînfî 

Sue dans le paragraphe précédent , deux racines .réelles 
: deux imaginaires^ 
. Lestroisracines de la propofée étant ai — f +KC'-d), 
-*-f — -f^ ( — d), la formule générale qui contient Tex- 
preffion des quatre valeurs de x dans la propose , fera 
X = + yi,± }/(^ f + Kr— d)) + K(~ f 
^'^.V (^ d))v dé laquelle je tire à l'ordinaire les huit 
ïîmples fuivantes t 



(*) Eo effet, Il eftclaîr qu'on ne peutavoii-. f ^ K f* + ^J^ 
de même il eft Iropoffible que f =r J/ t * -j- d'; car pour que ce- 
la fut, il faudroit que d'r= o &. alors f + ï^ ("^ cl) ^ui fe 
,^duiioU à f feulemeAt, ce feroit plus une expreflionJmagJDai- 
re; ce qui eft ^ora des condiilons de la propofiûon que n^ 
«lémonttoûs* • . . ♦ 
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' -■•'• r-A ■ .. L-î- ■ ^; ^_A^ 

: x=.Ka + C-f+KC-d)' + -f-K(-d)p» 

' x= Ka - Cf+K(-d;' - -"T-KC-d)')- 

Or, nous avons vu §.83, que — t + K (— d)* 

_>. ( -t.4-Kf+dv j,^ C-, + K(:-d)5 

& (~t+KC-d;"' ^ ~ f ->. C-d)0 
= j/ (_ af + aj/ 1» + d); ainfi les huit form»* 
les précédentes deviendront 

.. X =5 - Ka + K C— a f - * K£vM) 
x.= //a'dLKC-a^ + aK/' + -*> 



ff . l^î If s C tJ L E s ^ A T : 

i^B.eft oîfé de voir-, Monfieur, que de ces huit for* 
éioles , ks deux premières, valeuts [de X'dans fun & 
F^Uïre cas de ;;f^qx font imagin^îres^&jgue les deux 
dernières font réelles , c^' f < 7/ f ^ + d ; donc 

--1*^ ft f + 2 y ff -f- d, eft une qOgntué réelle; ce 
^ui dénu>ntre la pfopohtion $nQpc;ée dans ce paragraphe. 
r^6. En examin^pc attentivemienc , IVfonfieur, tout ce 
^ùe vous & moi avons dit fur la théorie des équation» du 

. Qpgtrième degré » nous conclurons ^ i^ qve lorsque la réduî* 
SsTa tous fes termes alternativement pofltifs& négatifs; la 
pTQpçfée ( P ) ne peut avoir toutes fes freines imaginaires ; 
çât fi lès trois racines de (A^ font toutes réèHes, cel- 
les de^(P^ le ÔMTontaudî toutes, J. 77; & fi des racines 
de lia réduite (A) il y en a deux d^magfnaifes, la pro* 

Soféq(P) enauraalor^ feulement deux de réelles Q§. 
4 & 85> . 

8?^. a^ Que» quand dans la réduite (A) il y a fuc* 
ceSioh de mêmes fignes^ la propofée ne peut avoir tou* 
tes fes racines réelles-; car alors, fi toutes celles de (^ A ) 
fpftt réelles & inégales, y en ayant de néceffité deux de né- 
gatives ^ §• ?^> celles de CP) feront toutes îmiginair ' 
res^, §. 80. 

IVIs^is.n les deux négatives dis. la réduite font égales » 
Içu 'qu'elles foient imaginaires , alors la propofée en a 
îieo)tde Féell#s^& d«ux d'imaginaires, $. 80 & 85. 

«S. 3*- Qn^j fi dans la propofée (P) le fécond tef- 

*1M €ft poiltif , elle n^a pas foutes fes rtcin^s réelles^ car 

alors la réduite (A) aura dans ce c^rjàfon fécond teiv 

me pofitif; donc dans cette dernière, il y auta fucceflîon 

de figpes; donc &e. §. 87. 

89. De même, Monfieur, que naos avons fournis à 
la théorie des équations du troifième degré celles de la 

forme t'* + &c. ($* zi & fuîvants) ,'nous pourrons 
auifi Toumcttre à la tkéorie des é^aatipns du ^unriftme 
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degcl céhcs de cette forme t** + at** + bt** + et* 
<-f- f 1= o, & qu\m pourra toujours réfoudre complet* 
^meqt tant que la valeur de d impair ne dépaflera pas le] 
nombre 5; parce que y« — i ==;o divifé par fa racine 
perraauepte y — 1 = o , ;donnp pour quowent l'équti, 
tion complette du quatrième degré y^ + y* + Y* + ï 
4^ I = Q, qui réfolue par notre méthode » ferat con* 
Qoitre, compris Tunité, les cinq valeurs de y; & par* 
confëquent les vingt de t dans Féquation du vingtième 

j ,4X5, 3X5,-^X5. 5,-. 
degré t. + at + bt + et +f=o: 

mais fi d =; 7, alors divifant Téquation y^ — i = a 
p^ fa racine déjà connue y --* i = o, on aura au 
quotient l'équation complette dufixième degré y^ +*y* 
+ y^ 4- y^ + y* + y + I = o , dont la folution 
eft hors de la fpbère de notre théorie aéluelle. 
90. Si d eft pair, on pourra réfoudre complettement 

toutes'Ies équations de la forme t^ + &c. dans lesquel- 
les là valeur de d ne dépaflera pas le nombre xo» 
En effet y*** — i =:;: a dî^é par Y -^ 1=0, équa^ 
tioQ«du fécond degré comthenfurable de la première^ 
, puisqu'elle renferme fes deux racines y + 1 = Q, doa» 
ne au quotient l'équation du huitième degré y^ + jv 
+ y* +- y' + I = o, dans laquelle feiftnt y« =3 #^ 
on a la transformée «^ + «* + li' + « + i ^= o> 
qui réfolue par notre théorie lur la folution des équations 
du quatrième degré, fera connoître les quatre valeurs de 
m i & par^conféqucnt les dix de y , compris les deux + i f 
d'oîi on voit qu^on peut toujours trouver les quarante 
valeurs de t dans Téquaiion du quarantième degré 
4 X 10 3 X 10 , , a X 10 . lô 

^ i ^^ -f bt , .+ ^^ +f=o^ 

5H^ Ponc par potre théorie fur les équadons du qua* 
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trième. degré nouspoorroQs toujours connoître toutes \dt 

Y9leur$ réelles de t dans les équations ^de. la .forme c 
+ &c., quelque foitU grandeur de d; &nous pourrons 
réfoudre eomplettement celles de ces équations , qù! font 

me ide' Ib6 iné me iné me 

èa 8 , Il , i6 ,20 ,24 ,32 & 40 dei 

gré- 

• pft. Avant de faire l'application de nôtre méthode fut 
des équations numériques dU quatrièoie degré , il efl: à 
propos, Monfieur, que je Vous fa0è connoîcre la folu« 
tioo & démonftration du problême fuivant. 
' Problème. Etant donné un polynôme compof(^ de ter- 
me^ tbus imaginaires, mais tous affectés de radicaux de mêtnes 
etpofants > le réduire à un fimple monôme imaginaire ? 

Solution. Il faut élever le polynôme propofé à 
une puiflànce égale k Texpofant coipsiun à tou^lesra-. 
dicaux, & mettre ce produit fous un feul (igné radicale 
de même expofant qu^ celui commun à tous les radicaux 
qui affeélent chaque terme du polynôme propofé. 

Démonstration. Soit le trinôme J/ C — a) 
+ K( — *>)•+• K (— c) î Qvi'on Veut réduire à uil 
fimple monôme imaginaire^ je le quatre 9 (ie qui mé 
donne pour le ^ quarré — a — b — c+2/J*^iab 
+ 2 yvLC + à|/bc; niais les quantités radicales, 
^«:b , K^c, l/hc font les produits de K(— a) 
X KC-b), deKC^a.)XKC-c) àde^C-b) 
X J^C— c; donc fi on repréfente par « , J & a les 
racines quarrées de abf ac, bc; nous aurons Vzh z=: 
— », Kac =; — / & î^bc = •- A «.70; doue 

^'Sz''^^ ^i" V ;♦■ K <^~"^)' = ~ <^^ 

+ b + c + 2» + 2c/^ + 2a)i ou pour fimpUfier, 

en faifant , a + b4-c + 2« + ft«/*+*2\ = m9 

60US aurons (>/(— a) + î/(^b>4- KC— c^))» 

,5= — m; donc ^^(- a) + K(- b) + K('-c) 

. ' . cszr. 
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^ l/^m^m^: c'efl: ce qu'U fallcfît trpiivef & démoii- 

'tfet. • 

93. Si le polynôme proppfé aveit tdus feis termes aP- 

.,'feaés de rkdîcadx ,dont lés exjJofânts communs TeroienÉ 
4, du 6j ou8 , &C.on opéreroît de râêmé; car, puisque 
4, 6j 8, &c. ïont èxpopnHelléméni Us fécondés t. troî- 
fièmesi quatrièmes, Ôcc. puiflance^ dé à, il eft éviçlénc 
iqu'cMi pourra lonjetits ramiener le polynôme prôpofé à 

. un autre de même nature que o^ai de l'exemple précé- 
dent j c'feft-à-dife dont tous le^ termes feroét àfieftés dé 
fasficaux quarrés;. &. par-conféquent de même, la réduire 

,k un monôme imaginaire* En voîoi, Monfieur, quel- 
ques exemples* 

Soit ptopoâ de r^d^iî^ lé binpme irtiaçînaife KÇ-O 

4- J^ (■— t) k lin iimplè moiioriié irtiaginairé f en lé 

quarranc, faî TKC-a) + KC- b))* = Fa* 

^.^ *-:- ^_. . 

+ aKab + Kb*; mais K a* i= |/(*-a) (^)^ 

'^h* =r ^( — b), & en appelant « là radnë qdarréd 

'■ - ■■ ■ • --r • - i' - ;/ • '"^ mVi ri ffTî t< iii'i'ir 

i . 4 ' ; , 

C*) en effet » îtî.K (a« ) eft le'pfoddt de K (— «> X 
j/(_a); donc K»* = F K(— ») X KK(~a)'= 

4 . 4^ 

.tz^z, ,don<s ^a» ic y (— a)i de mairie K^b eft le pfo- 

4 4 * 4 . ., , 

aaUdej/£--a) X ^ (-•*>) î doric J^ab = K ï^(-«> 
X K I^C-t>> = J/(K(— a) X KC— b)); mal* 
T/ (—a) X K (— b) = — ^ (en appelant toujours * M 

hdnequafjie <fc abj, dbnc ^a6 =: K(— «•)*' 
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une différence plus forte Ç*), pluâ petite, que, la plcfe 
grande des deux quantités a & b; donc le double de 11 
racine quarrée de ab ne pourra être au(6 grand que la 
fomme de ces deux quantités • a & b ; donc foit que 

a > b, ou que a < b, la quantité K(2«— (a+ b;^ 
lèra ' toujours imaginaire* 

*^7. Il n^ nous reftê plus, Monfîeur, qu'il faire deè 
applications de notre théorie fur des équations numériques 
du quatrième degré. 

tPROBiii&ME L Réfoudre l'équation x< +^ 102 
x»^ — 80 X.+, 2409 (t)? 

En la comparant identiquement .avec Téquadon gêné» 
raie (P) x^.— - px« — qx — r = p, j'ai p=:— ioa^ 
q =: 80, r = — 2409 ; introduifanc ces valeurs de 

p» q, r. dans tes équations m == 2^ , n = ^ + ~ 

9, . _ q' ;» . ^^ —102 ^ • ^ _ 10404 

«^ — 64.' J^ °^~ — T^ —"^ 51, n= -^ 
_ Bp = 48, s = ^g? :^ ,00; mettqâc dès va- 
leurs de m, n^ s dans la réduite (A) y> — roy* + 
ny — s = o, faiyi + 51 y» + 48y— 100 = o: 
à la Ample înfpeftîon de cette réduite je vois qu'elle doit 
avoir dç^néceffité deux racines; négatives/ $. 76, & que 



(♦> Cecî'cft fondé far ce qiw le.iqaarré des notpbres en fuite 
Daturellc augmentent û fott entr'eiÂ , qucr leurs difFérences feu^ 
ks forment une ptogrefljon aiithmétîquc croiflante dont la raifon 
cft.2; c'eft le feul rapport direû qu'on/puiffe affigner entre ces 
quarrés. 

• (f ) Je ne donne pas ici d'exemples pt)or le cas^ ofr la rédufie, 
ayant toutes fes racines réelles & pofuives, la propofée les t 
toutes réelles» parce qà^il 7 en a déjà un exeisple f. 74* 
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la proporée ne peut avoir fes qqarre racines réelles , J» 
87 (j'aurois pu porter le même jugement fur cette pro« 
^pofée, rien qu'à fa fimple infpeôion §• 88): en réfol- 
yant^Ja réduite,^- je trouve que fes" trois racines font i, 
^ à", — 50 ; doQC les quatre racines de la propofée- 
font imaginaires §. 78. Pour avoir leurs valeurs , je 
prendrai les quatres dernières formules §. 73 , ainG que 
c'eft prefcric §. 79; car le troifième terme de notre 
propofée eft négatif v f aurai donc x = — ^i -j* 

(f^(-^0+K(-5o)) & ^ -Kl +(KG^:), 

j-T^ KX"^ 50) )i réduifant les binômes imaginaires quî 
CBtrêfit dans les -valeurs de x en monômes imaginaires par 
la méfhode preftrite & démontrée §. 91 , &, fuîvan» 
je trouve que K( — ^) + K(— 5P) = K(-7a) 
&fqueK(-2r)-K(-5o)~ KC" 3^)? ^ont 
ks quatre vraieis valeurs de x toutes imaginaires 9 JCbnc 

X = - T+KC-rO &'x = I +KC-30.^ 

/ pS. P^numa 11» ' Réfpuâre réquadon du qiittrième 
àeeré fans fécond terme x^ —196 x'— 80 x +.10400? 
^ -La comparant identiquement, avec réqliatton géné- 
rale CP), jVi p = r96,:q ;=^ 80, r = — 10400.; 
îno-oduifaoc ces- valeurs de p» q» r dans les éqnatipns 

m = ? , n =%; + i & s = ?^ , j'ai, toute ré- 
a ' 16 ' 4 64 ' ^ ' 

daftion f^te, m = 9S, n =*— 199 &-S = joo; 
par- conféquent la réduite (A) fera, en y fubftitituant ces 
vaieurs'de m , n , s . . . y» — 98 v* — 199 y — 
loa p= o; qui m'annonce que la propolee ne peut avoir 
toutes fes racines réelles §, 87 : les trois racines de la 
réduire font 169, — i, —, i ; donc la propofée doit 
avoir deux racines réelles & deux imaginaires , dé plus 
le s deux premières doivent être égales entr'elles & à 
#^*Ioo"= 10 ($. 80 & 81); on trouvera^par le 
moyen ^dês quatre demiçrçs formules du §• iSo (parce 
• que (J.eft poiîcif §• 81 ) q^^ ^^ quatre expreffîons de x 

G 3 
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f&nt X = - ^ y iQo 4. a j/(-^i), X =3Kio«, 
3C = p' ioo; ou en rédyîfwt aj :=? — iç> + Vir^ 4) 

^X :=i IÇ, X = IQ. 

Si 1^ propolëe aVoit été lâ -^ 196 x\. + 80 x -fi 
10400 =: 09 laréduiœ auroic toujours écé la mê«ieq9i$ 
dans re>çeii]pie précédent; mais ks racines de lapropofé^ 
.^uroiem changé de valeurs ^ parce qu-alprs le croifîèm^ç 
cermç éeant po(idf ^ il ^nf oit fallu prendre le^ quatre pre« 
znîères formules du $• ^9 > ce qui mVpn)ii donnA 
^ = 10 4^ ï/^(-^4^, X ;=; -T- to, X z± — jo.^ 

95IU Problème ÎIL Réfoudre réquatîon 354 ^ 3^ 
*|c* — 80 X — MI = 0? ; / 

La comparant identk]uerqienç avec }%u3tiûn générale 
(P>, 4M„p =.38^ q = 8p:, r p uiî 

donc iik = I- =t i^, û = g 4- 7 ?= iï8 «î 

» == ^ ;±: ïoo; d'où je conclus que la réduite eft 

ys *— ig y^ 4 ïi& y "^ 100 =t o; les trois racines^ 
4e cetic-cKont i & ^ ■+• K("^i9)v donc la .propa- 
gée a deux racines féeJler^^c deux îmagîflôîrés , $. $4^ 
lesquelles feront, en prenant les quatre premiçres formu^ 
lus du 5' 849 CP^^^ q"^ ^e troifîème terme de la propO^ 
fée eft pofirif $• 7Z^ & w fa^fant f + Vi^à)^^ 
+ 1/(^19. '' \ ,.. . ..:::• : ■ . . ,: 

x= Kï;— K0.9 4- ^3^81^ 19). 
- i{ = ^ jKi ~ fy (18. ~ fl ^gi + 19) .. 

pu toute réduftiôn faîte • • ^ • • ^ i 
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« 54: ^ 1 — K(r-*a), X 2= — I + yç^^s^y^ 
done les deva laciQc? r^l^ de la propoiëe à m million > 
nième près ièronc, x = 7, i6i^4i5 fie x sr •« 
:5;:.f(^44i5'. , ' •' 

ioo. PR.6BLBMB IV. RéTottdre ré^natioD da t)!»»* 

ncième degré Cms fécond terme x* -?,x* — 8 x — - =: 9? 

^ ' Eh It comparàQt idehtlquenieai avec l'équatfon g^* 

?i^faï«(P)» i'".p*3-«» <î^=c «Vr-ss 2. ; <jpoc m 

^tts ^-= i : ^fi la ' réduîte^cte nbp'e ftfôppfée ftA 

^t — i y»/ 44 - ? r7 I- =c o; qiaîréfolue,ipe<îoMè 

•pour U wlcufi de ï&tro^ raieîiies^ii ,^ &; Zi^^fJCÎ^ 

^donc'a = li iSc ~ f 4- KC-^d3t;i=.— X ' . + 

■^.Cr^g^,; ':&bffitt«ttft'c* vaïcuf* ae a &]-Y +^ r- dS 

ïdetïs l€s ' qxkrxe éeMhfes foitnule* du J. 85 , parcç 'qée 
:4esrdéuxrtidtîesîBWgîttahre8 dé W réduite fôpt^néè^dvfes, 
c&(|ue te croiâèffîe i^ti^.de la propofëé éft négatif §; 7^, 

-nooi^ auroas x zsk ^^J/ i •+--#^-('^ JT "^'^^i ) 
'& 5^ 5:i l/i±yÇ^'^-i 4-;» Kl ); iu en rédw- 

G4 
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^oiic l€9 deux racines réelles de la pjrôpofée à un milUo«» 
jftîème près feront x 5^- a, ^H?^5 &: x = — o , 
ftft4jr45,. ••• '. r . - . - .' .. • - ' 

loi. Remarque. B p^t, Monfieur , réfiiU« 
4fî fiQtl!e théorià fur la rdfoluciôn des équations au qua-s 
trièrae degré , lorsqu'elle eft mife en pradquç, un incpn- 
vérifcnt qui en rèndroît T^fage d'une Fônguèur fatiguante?^ 
<?e,<p mettrait, eu queljjue fojte notrç méthode 9u-dq(Ibu9 
de cellç de M'. Clairaut 9 fi nous n'y obvions pas. 
] Soit Ja prdpoféeîCJSi) -x^ + A x' th Bx t^.D±= ô^^ ' 
qu'on veut refondre^ par fa comparaifon identique avec 
Téquatîgn générale. CE} x^ -^ p;x* -r flx'-t r — :a> ; 
feî p = ^ A^ ^ q = «^-8^1=;= — D ; donc 
P — A ^ ,p» , r . . A* . ^ n 

'szi^Â^,hi^\z^ a^ = E î \ riais iS ~^j^ 

' — ^ ^ 52-''^''^^'^^ qoaîitttëaMncommeisfura-. 
blés (O, alors la réduite de notre propofée, qui eft 

V + t'y ^ 16 ^'^tt ~ o, deviendra en chaa- 

,fant les.dénominateurs 4c Oifultele coefficient du premier 
'ternie y^-...(Q)y3 ^3aAy^ + ^256 A^— 10S4 
410 r Y; 77- 4094 e^î= oî équation- Sians laquelle y. éft* 
*<S4 fois plus grand quj? y dans la première réduite^ jSc 
qui eil fort Iptigvie ^ t^fQUdre :è c^nlè 4ç. (a gcaod^ur.des 

^H' c ^ -> — r ■ ■ ; ' ^ — i — r— ^ — r. : \ v ^ :^ - ^i^! jî» 

(♦) Quand mitneXy,n\ jyurott qwcr deux on unç feulç die Of< 

* |](oîs' quantités înQofacbQjmiriLble^, le^tnéme inconvénient é^Scifre- 

i^-oit; moins fort à \à vérité, car les coefficients de (Q) augmen* 

feiH en pai^deurs àbefu^fi que ta zé^^ftede (I^) ad^vanfs^e^ 

» ^e co|ffiâeftt| fra^cmmirca. . ^ . ,• 
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s. ■ Cet joconvéoieoc ne fe ïencontreroît pu par 
de indiquée dans l'Algèbre de M'. Qlairaup; 



la méthode 

•car en s'en felrvant^ lapéduitê de nôtre propofée fM) 
CN>y^ .4- ûA y^ + A^ r y* - B^ = o; 



firoic 






.Jbeattcoup plus:^fiàiple à réfoudre que , la nôtre {Q), 

;V:OifDQs donc, JMtonfieur » de fkire (&|>amitre cet incon^ 

I vénîent^ afin que nofre méthode n'ait jamais rjpfériorité 

i iiirtouçes^ filtres ;conmies. ^'* ^ • - - ^ ' 

Pour parvenir à itempnr cet objet, jç multiplie lèfe^ 

i «Ond , la^oifième , quatrième terine de la propose» Y^ ) 

par:la,fecondc.9^trQiiième| ^uatri^me puill^nce de a, 

l c^û-à-dîré par"4 , 8 , 1 6 J ce qui hoiis donne la transfor- 

mée CR) X* + 4Ax^ + 8Bi -f. 16 D = o; 

rdons laquèllereftidciMS f^plns grand que dans (jM)'; 

car ea multîpliaM tous jesttrmes de celle-ci par î>, on 

•sfcSà réi^ûâtiôn (5^ àx*^ or A3? ^ iBx + sD = a, 

-ipii efi égalée celle (M); mais en çhaiTarït de ÇS-) Iç 

'coefficient 2 du 'jprfeinfcr terme .Jcf, nouj aurdbs réquatipû 

(K) datas laquelle x eft: deux fôts plus^ grand que dans 

(S) & par coofiicpienc qiie àaasilMs). Bu cbmparanc 

identiquement réqi^tfan ^R) wec la générale (P%^ 

BOUS aurons p^zz.rr 4A, q ^ — ^B^ rzr— 160; 

rdonc m = f-'.=^ r— *A, n 5= ^^^ + - =:A'-^4D 

^Çc s = -^ «li'Bfe introduiffflit oes ^aleurd dôw^^n & 

a ifans la réduite générale CA) y^ — my*- -|^ ny 
r:- s =^ o^ noçs jurons pour celle de l'équation (R):, 
CT) y^ + 2Ây' 4- A* 7 y-^ B* = o } laquelle 

^ -4D5 

§it pariàitegie nt égale à la réduite C>N), fi ce n'^-que 

(N) y = K(T) y f ♦>; ç'eft ce qu'il falloit trouver. 

' ' * — '■ " ■■ ■ ■ ;. .. j i <' . ■ H ' ' ' iif 

(*) Il faut faire àuentlon que (N) & (T) a'entreot pooi: 

Cr 5 
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io2i. L'ideiitké qui «gne ent» la réduite ,(N) & U 
réduice C*^)) dA moins dans les coeffidents.de rincon» 
nue V m'a donné Ir défis de déniont]:erPideiirité des «se» 
pcefQans 4e x par I9 méthode de M""* Çlairaui $ par U 
nôtre, ^ ' v ^ 

.: .]>^i9,fiiyoni fue par laipremièrè'dé. ces^deiiKimAdiot 
Aes/lst'&>n»ttle^..gênécàie expreilîotxjdeB .qimi:e< val^iiW. 

1» ttéthôdède Ut.Claîràut, devfgiic '^T' =; -4- ^4- 

>^' (9^* '^^-r^r j-,)îi «^ jiottejMédiode,. «a 

apptîijst a, b,. c les roroi? , açines ,d^ ïft TéduUe (T>, 
Texm-effiçHï ^énémJe^dej quad-e vffeiHS de x dans Téquii- 
to CR ) lera, j == .^j/k ^,yh ,+.. Kc i SQSis 
<|t,>3q jeft deux fisispHlsçraod. que CM5«<; dMic Feà- 
^effion. générale dfes quatre valeur» dcrx: danr la propof^ 
■" ' iL^i \. :»_•": 1--^ a (*-' Vh t V^c > _ ,- ; 



aura (N)y == jr^a, CN)y == + Kb; (N)y 
^ -^y c; AiM ea imrodnifimt : wiel drces fix v^eaïs 
,^e (N)y,,par_expçiple;Ka, dans^ rç^çpîeffion géoM» 



^""^"^"^ r^^ii ^ ' \\ j\\ " 'il > ti I i>n Li lU 



tîén dans cette expreffion, & né font 'faite$ que pcnw d^^cr 
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la vraie expremaa des qaatn vaieun. de (M) x pan la 
iiD'échode de M». QaiPùuf : cl- tt6us'.ayoiis par la oôtiè 

CM) X = ± lÙt± t^ j. i^j dpncafantpro^• 

^:T^ +4^±^(^"f Ifa) -±^* 
%|- Us. + fe-Sw Effaçanfdansles deux membres de cette 

dernière équation lés termes égaux + ^, j'ai +JI/('^ 

/: ' ^ ' •' • T * •• " "^ ' I * 

I^JIfs) - ±^ ±\' î ,°^^^ A coefficient 

èuTecbâd ttrme dé la propose (M^, qui n'efl que te 
joroifiënie téhne. d\ine équation cpmpletce, eid égala la 
fomtn^ des ISxHprôfiuiai des quatre^ racines de la propofêè 
(M) mulciplfées de] deux en deux ; or en effeétuant ces 
«uJtq}JJcatioas & éditions 9 foit qu^èn prente lei quatqp 
racines dans le cas où le troiGèmé terme de la propofé^ 
eft négatif pu dans le cas .contraire^ on trouve toujouiy 

!i^ue A = — (|- 4- - + j ) ; de même B coeffi- 
cient du troffièiite ternie de la propofée^ qui ne (eroit!t}ue 
le qtratrièmé terme- d^une corapletDe^ eft égal à la fonmie 
i^ quatre produî» des quatre racllies de Téquarion (M^ 
, multipliées de trois; en efFe^uant ces muhiplicatioQs âç 
additions, foîc qu^ôn prenne les quatre racines dans le cas 
où le troifième terme de la propoféè eft négatif, o u dans 
U cas contraire , on trouve toujours B = y^\>cy 
<ionç çn inçrodçifaidt ç^s v?^lçur? de A & 6 dans HsiS^^ 
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— '^ \ 4 • a ~ aF»/ , -^ a ■ — a ? 
nous aurons , -^'^ y(-l-^+ K +~ + - 4- 

-" '— \4 4 4 4 _!. 

TF^) = ± ^ ± T"'* ^%«t<ïaM le premier 
'roeiiAre les quamités-^gales qu) bottles (îgnes oj^ofé^i 
^ faifant atteniioVquê ^^ = ^^ ><; ^^ b xV^ 

?= ?^^S nous a)ffQns + k(^ + ^ + ?^^) =i ; 
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+ _n; il^* Réiuifant,, le binomç qui ^fç»»- 

•'■'•-*■ ■•-**•■ V* V ' ■' ■ ' ■'' - '• * ' ^^' 
me le fécond membre de 'cette équation à -une . 
tScpre&ffori qui Xol^"^, toute àitière fous un feul 

jradîc^l, nous awops'K (^. + ^ + ^^^"i = 

K (^ + 4 +' ^''}' équation identique; c^eft ce 

qu'il falloît trouver & démontrer. ^ - 

Tel ^ft, Monfieur,' Tavantagè des fcîences mathémati- 
ques fur toutes les autres, c''eft que toujours édairé pzt 
'le flanabéau de ht vérité, on va par des routes qui parois- 
fent beaucoup différer entrVUes , à un même point ou 
\fiege l'évidence: c'eft donc au pl^s adroit > trouver le? 
routes les plus fi/nples, 

103.' Comme il eft très-probable que dans une équa- 
tion du quatrième degré qu'on veut; réfoudre, une d€;s 

trois quantités A , ÙLzi^^ ^ eft încommenfurablç j 
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il feat ptéféràblémeat fe fervîr de la réduite* CT), $» 

loi ; & alors il eft dair qué^ fi les^ois racines de ceU^- 

xA font réelles, inégales, telles que celles-ci, a^ b, c; 

' ^ yz^J/h + j/G . . 
on aura x = — ^ — ■ — — ■ . 

i 104. Si les trois radnes de lajréduîte étant réelles, il 

y en a deux de négatives, mais égales; alors d'après les 

I démon/hations des paragraphes 80 &. loi , nous aurons 

f ^ =F ■■^\'-:== --fî. ^ = *r ± f^C-bX 

; ce qui font les quatrç valeurs de^x/ quand dans la pro- 
I pafée CM^ Je croifième terme Bx eft poGtif; & fi ce 
\ même croifième terme «fl; négatif, alors on' a , x = 

105. Si les trois mcînes de la réduite font pofitives, 
mais q«'îJ y en ait deux d'imaginaires ; alors d'après les 
démonftrations des paragraphes 8a & ipi, nous aurons 
les huit formules fuivantes, expreffions des quatre valeuçs 
de X , dans le cas où letroîfième terme de la propofée eft né- 
gatif, & dans eélm où ce même troifième terme eft pofîtif , 

îotf. Si des tfQîs racines de la réduite (T) il n'y^^ 
' a> qu'une de pofitive qui eft la réelle, & qu» les deux né- 
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lions des partgK^hcs. «3' ^ loi nos» aurons Jesfa^ 
muVes ûÂv^mefij^ «pfeffions de x* âaïa leS;aeox:CM *J 
troifième terme do ia jwopofite. ppfîtif & négatif, 

107. Il eft aïféd*ot)ferver, Monfieur, que les âtiald- 
des exiftantes entre Téquatloa du quatrième degrt (?) 

'& fa réduite (A>, démontrées J. 75 & fuîvçuts eK- 
•iftent auffi encre l'èquàdon CM) & la réduite (T); 
car celle-ci eft la réduite de Téquation (R)^ laquelle 
eft de même éfpèceqae l'équation C^^)- or nous avons 
' identifié enfemUe le$i équatîons^ <^R) & (P) J. loj^ 
& c'efl; par cçtte cc^p^raifon identique que nous avons 
formé b réduite (J), qui par-eçtiflquent doit être îden«p 
tique aveclarédufie (A)',- donc puisque CR) = (P) 
& que (T> r=? <-iO , PP^s ^nvons^ ÇK) ou (M) 
(qui eft 'de même nature) eft kX^X^ comme (p) eft 

108. PftofiLEivtÉ t. • Réfoudre Ijéqi^atîon x< «n- fx' 
+ 8x*-r- a = o? / .; ;' 

. Par la cotnparaîfon identique de cette propofée avec 
l'équation générale j^M); j*ai A == ^ 7^ B, == 8 & 
D = fi; introduîfent ces valeurs de A, B, D dans la 
r réduite (T), j'ai r -'Hr + 577 - (>4 » o) 
Jfis trois iraciaes de çQtWi^tmm fjfxi eÀ dans le cfti irr|« 
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duâjbte, fpûjt à-UB millième près y 52:7,6^7; y :=± 4^ 
5\5; y = 1 ,859: celles-ci ^tant coutes^féelles &:po- 
ficives, il eft clair que noire proporée'aura touces fe^ 
racines réelles; &à caufeque fon troifième terme eft/pofi^ 
%ify cous aurons, ^rt prenant de la formule générale J, 
103 les quatre (impies^ dan^ lesqudles les racScaux hé- 
gatifs font en nombre impair, & en y fubftituant les va- 
leurs numériques de a, b & c, nous aurons, dis- je. 






-x^-^ y 7^627 + ^4,515 +I^\SS9 = o,3(?33. 



2 



7:= y7,6ii7'^y4, 5is ^ KT78 S9 = i,75id. 



.«= |^7,6ft7~K4 >5»s 4'l^*t »59 = Q»995i4 

. . . t 

ipp. PjiQfiLXMS U. Réfoudre réquation X4 + 
i6k* + lox + 3 Œ o? 

, Par la com^irdfoii identique de cette éqnacion avec 
la générale (IVJ), fai A =:^ tf , B = i© & D =t 3^ 
donc en foMNcuaac ces valeurs de A, B , D datis la rè- 
4uite (T), noos aurons y»'+ i»y* + ^47 — IQ*) 
z=: o ; équation dont les trots racines font a & — 7 
+, y Q^ i);^ donc a = », f i= 7 ôcd œ ly fa. 

"Eôduifant ces valeurs de a , f *& d dans lés quatre for* 



mules X - ^ j,.^(-f+Kf^ ^ , ^ 

1 ^a + ^ (riij!:ijt^_£l±i) , qui font les quatre 

.pveinières da %."io6, à' caufê que le irc^ème terme 
4& Botr« propose «ft polhtf*, nous aurons x r:; — 
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en réduifanc, j*aîîl tin dîx-mîUi^œe près , les quatre' va- 
leurs fuiyantes dex: x = - OiiSi^ 6i x =±: — ^^>8p5Ôi 

X = 0,7071 ;ÎT K— 7>®555* 



LE t TBLE vn: 



La transformation par la laquelle on peut, Menfîéur^ 
faire évanouir tin terme quelconque de toute équation 
complette, eftfans doute ce qui a le plus contribué à nous 
faille avoir des formules de folutions ^our les équations dta 
croifième & quatrième degré; cela feul doit nous la ren- 
4re très-préeieufè : : mais combien ne la feroit pas davan- 
tage une transformation quelconque qui feroit évanouir. 
un plus grand nombre ^de termes? Quoi ^ Monfîeur, 
ne peut* elle pas exifter? ou du moins ya-t-il quelque 
cas,. QÙ par une transformation quelconque on pue obre* 
nirun fi grand avantage? J'avoue que, s'il exîfte, je 
ferois infiniment curieux de le conéoître, & de Tapproi- 
dre de vous , à qui j'ai déjà cane d'obligations, & d^K 
j*ai Tbonneur d'être, &c. . 



LETTRE Vlll. 



xio. Une transformation telle quecdle que vousdefirex, 
Monfieur, n'exifte pas ïce que. je crois; mais il exifle 
un cas où par la fimple traQsformatioB qu'on fait éprouver 

•ux^ 
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i.^ 



- j- 

I 



CI* 



degré 



= o 



a.Ti^ équations complettes pour en faite évanouir le fe- 
<rotid ternie^ un plus grand nombre d*autres s*évanouis- 
lenc: c'eft toujours ceux qui octupent les places paires 
<fans les équations complettes d'un degré quelconque: 
<:eci a Jîcu , lorsque la transformation en queftîon s'employe 
iiir une équation dpnt les racines forment une progreffioa 
atitlaméiique. 

Soit réquatïon complette du troîfième 
<f3 x' — 3a7x* + 3^^ -^ x — a» 

— 3^1 + <îa/ > — 3a»r 
-^ ar J — aar* J 
dont les trois racines font, a » a + r> è + ar & for- 
ment par-conféquent une progreflîon arithmétique donc 
'laraiTon eft r^ en faîfant x = y -f- p, & fubftituanc 
cette valeur de x dans la propofée (^F) , j'ai l'équation, 

CT)y^ 



= Q 




p étant une quantité arbitraire , je fais 3p — ' 3a - jr 



SA+Jl- 



r.a.+ 



mais 



= o, d*oùje tire p = .^ 
a 4. r eftune des racines de la propofée (F), car eUe 
eft le tiers du coefficient 3 a + 3 r du fécond terme; or, 
celui-ci eft la fomme des trois racines, « puisqu elles 
forment une progreffion arithmétique, le tiers de leur 
fomme doit être la moyennei car il n'y a que le aers d un 
nombre qui puifiè être moyen proportionnel anthmé- 
tique entre deux autres termes formants en fommè les 
deux tiers du nopibre total. Ponc p eft égal à uae des 

H 
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pas dans les réduites de (B ) & de la» vraie transformée^ 
éonc à l'exception de la figure de l'inconnue, -les deux 
réduites doivent être identiques. ^ 

En refolvant l'équation y^ "" ^* ï* + 75* — ^'^ 
qui eft la réduite de la transformée , \f ai y> = •^-^ 
+ rSdoncy = -!-K^f = i^ & y = ± 

donc ,x = — ^"^ + a + ^ = 2, X = "^ -f- a. 
4. 3J = a + r , X =: - +\ + H ci'a + a r 

& X — — + a + ^ = a •+ 3 r. Ce qui font les' 

quatr,e vraies valeurs de x.dans la propofée. 

II S- Il eil aifé de voir, Monfieur, que, quoique par 
la transformation d'une équation du quacrième degré oâ 
fe foit afluré que la propofée a fes racines en progreffion 
' arifhîïîétîqne, on ne peut, en déterminer aucune qiiepar 
la réfolutîon de la transformée; car p n^eft pT>int comme 
dans les équations du troîfième degré de cette nature ^ 
égal à X ; mais il a pourtant un rapport jconftant avec les 
valeurs xlex, qui n eft pas fufifant pour faire connoîtrè 
ime*de ces dernières; en effet ainfi qu'il eft aifé de Je 

voir, p = a -t- ^ eft moyen proportionnel entre lès 

deux valeurs moyennes de x, qui font a,4" 1: & a+ ar; 

car, -T-a + r • a + ^ •a+ ar; proportion 
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continue arithmétique dan» laquelle la raifon eft L e mai? 

2 

aînfi que jeTaî déjà dît, cette valeur de p eft înfufifante 

pour connoître les deux valeurs moycHnes» de x, car le 

guart d'une Tomme peut être moyen proportiofanel 

entre d'antres nombres qui fontterme? moyens d'une pro- 

greiOon arithmétique dont la fo.mme de$ quatre termes 

eft celle en queftion (*). 

114. Si l'on a Téquation du cinquième degré 3t^ — 5 a 9 x^ 

. — lori 

4- &c, •> = o ; dont les cinq racines fotit a^ ^a + r, 

a+ ar, a + 3r, a-f- 41", & forment par- conféquenc 
une progreflîon arithmétique, on trouvera que la transfor- 
Xfiée étant réduite, efty* — 5 r^ y' + 4r^ y s= o, équa- 
tion du cinquième degré fans fécond', quatrième & fixîèf 
metenne, qui d^bord diviféëpary, & enfuite réfolue 
par la méthode du fécond ^ëgré, donne y = b^ y = 
+ ar , y;n=.+ r; d^où on conclud aîfément quô 
X = à, X = a + jr, &c î 

Sans réfoudre la réduite de Ja transformée, -on auroit 

trouvé tout defhîte que x = 5^ "^ . ^^^ = a + kt\ 

c«r 5a + lor eftla fomme des cinq racines; or, il n'y 
aque la cinquième partie d'un nombre qui puifle être iô 
(erme moyen d'une progreffion arithmétique compofôe d^ 
cinq termes, dont ta fomme efl le nombre en queftioa» 



^ , (*) Soit, par exemple, leporobre 36, dont le quart eft 9 • ja 
vols quje eft moyen proportionnel entre les deux termes 
moyens 8 & lo de la progrelEon "^ <J • S • la • \ii dont 
}a foinme des quatre termes eft 36; le nombre 9 eft auffî moyen 
proportionnel entrç 7 ^ ^i de la prqgreCfioA -î^ i * 7 
* Il * \S% dont la fopime des quatre termes çft 34* 

" H 3 
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^ 115. .Enfin généralement^ toute équation complette 
tf un degré quelconque & dont les racines forment entr'el' 
les une progreflîon arithmétique, fe transfor-mera en une 
outre dans laquelle s'évanouiront tous les termes qui oc- 
cupent les places paires dans les équatîpns complettes ; 
c'eft-à-dîre les fécondes , quatrièmes, fîxîèmes, huîtièr 
mes, &c. termes. 

Il 5. Lorsque le degré d'une telle équation, quelque 
fort qu'il foit, eft impair^ on pourra toujours connoîtré 
la valeur d'une de fes ràcînes en divifant le coefficient du 
fécond terme de la propoféé par le, degré ^e celle-ci ; 
fmds par la théorie de la fôlution des équatiôni du tfoiGè- 
me & quatrième degré ^pn^ne pourra r^fqudfe complet- 
lement ces fortes d'équations que lorsque leur degré ne 
dépaflèra pas le nombre 9;. car la transforipée de celle- çî 
eft de cette fotme y» + my^.+^ny^-f-^py^.+ qy = o; 
laquelle divifant tous Je termes par y , fiç îailknt y^ z^^ a 
ie réduit à lafimple équation du quatrième-^egré m^ + 
in#* rjh n^^ + p».+ iqp=:ô>;inaisfiléd^éidelxtéduh 

te propoféé étoit le nombre 1 1 , la demiète réduite feroit t^ 
>f-mT»M" &c. ...,== t) V équation du dnquîème^d^é qui 
^ant complette ne peut éite-réfolue par les méthodes di? 
teftés de folutions \ * ). 

117, Lorsqûeies équations en qdeftionibnt d'an ée^ 
gré pair, ou ne pourra connôitre la valeur de fes racines^ 
qu'en tvit que ce degré ne dépafleira pa$ le n(Hid>re 18; 



(*) J'entends par . méthodes direBet de foîutiom ^ celles i)ai 
ID*ont fait avoir une fornulè' générale des ^zpreïïioiis de. Tincon- 
nue dans les équations du fécond , trolfième & quatrième degré; 
uiaishpour les équatîonsdu cinquième degré je n'ai pas de mé* 
lliodes directes dé folutfons, puisque je ne fuis pas encore parven^ 
^ trouver- uiie formule générale des çxprei^ons de lei^rs T^cines^ 
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^cit la transformée de celle-ci efl: de h. forme y^ 'Jz.T^y^ 
Hh ny4 + py* + q^ oj^uiferéfoutpar la méthode . 
da quatrième degré; mais ii lapropofée eft du dixièiilô 
degré, alors fa transformée enfaifant y» = » , eft Téqua-» 
don camplette du ■ cinquième degré «* + m«* + n«f* 

-+ p »* + q» + s ~ o. 

, Il 8. Les équations ' de Tefpéce dont nout parlons^ 
peuvent, lorsqu'elles font d*un degré impair, n'avoir qu'une 
racine réelle, &:celîe-là fera toujours déterminée par le 
cjuotient du coëSicient du fécond terme divîfé par le de; 

f;ré de réquatlônj en effet on conçoit, que fi. dans unç 
i^ûatîoii du cinquième degré, pair exemple, les depx pre? 
mières racines font a + a^(— m) &a + KÇ^îâ), 
àont la différence eft J/( — m); les <leux dernières fer 
çont â — 2yC—m^ & a— KC — m^,&que,pàrr 
éotiféqUént, afin que, ces quatre Ik & la cinquième .qui 
èft toujours 'réelle, forment une progreffion arirfiméfiqweV 
il faut quelle foit a ; ce qui forme la progreffion ~ a 
'+ aK<-m) • z + yC-m) . a • a-KC^i?)'*^ 
r^ _ ayC-Tù^i dont la raîfon eft yÇ—m}'^]fr\^ 
a eft le terme moyen entre tous; donc il fera la cinquième 
partie du coefficient du fécond terme de Féqaation coiA- 
plette en queftion, % iij^. l 
. iij>.. Ces équations là d'un degré pair peuvent avoir 
toutes leurs racines imaginaires; ce qui eft évident,- puis- 
que pour une du fixième degré, par exemple", elles peu- 
vent être •— a + 5^ (-m) • a + 3/^X-«^)-^ 
à+KC-ni) . a— KC-"ï>- a-3KC-in>v 
a — sKC— "«!)& former par-conféquent uqe pro; 
greffion arithmétique dont la raîfon eft a (/( — ni.^ 

120. 11 eft clair, Monfieur, que, quelque foit la gran- 
deur du degré de ces équations, les racines doivent être 
toutes réelles ,' ou toutes imaginaires dans celles d'uji 
degré pair, & toutes réelles bu toutes imaginaires, ex- 

H4 
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ccpré la moyenne ^ dans celles. d*un degré impair ; car . 
alors la raifon doit' être de néceffîté une quantité abfolu- 
' mène imaginaire, & affefter tous les termes m + ou •■. — , 
excepté. le terme moyen à tous, dans les équations d^un 
degré impair, §. ïi8. 

121. Dans toute équation de cecfô eipéce d'un degré 
quelconque impair , dont les racines forment une progrès^, 
fion arithmétique cpmpqfée de temîçs tous imaginaires 
excepté le moyen , les premiers doivent être des binômes 
compofés d'un terme réel & l'autre imaginaire , c'eft-à*. 
dire de cette forme-, a + KC—™^> car fans cette 
condition ♦ la racine moyenne à toutes, qui eft nécéflaî- 
rement réelle," S* /î^S, n*exifl:eroit pas; ce qui eft îm- . 
pofliible* 

122. Donc toutes les racines d'upe pareille équation 
doivent être toutes polîtives , ou toutes négatives , condi- 
tion fans laquelle la prqgreffion ne pbufroit pas exiftpr; . 
car la raîfon nepouvarit qu^être imaginaire, §. tao, la 
quantité réelle qui afFefte chaque terme doit être cçn- 
ftante danis tous, non feulement par fa valeur intrînfe- 
que, mais par fon jGghe ; en effet un changement dans 

. ce dernier, chatîgeroit fa valeur & la feroît parconfé* 
. quent co'op|érer avec la raîfon de la progreflîon arithmé^ 
tiqué; ce qui eftimpotfible. 

123. Dans une équation d'un degré pair dont toutes 
les racines forment une progreflîon arithmétique & font 
imaginaires ; celles-ci peuvent être compofées feulement 
de monômes imaginaires , tels par exemple que -f. 

I J^.("" ™) y ™^^s ^^^ ^^ propofée fe préfente (o^ 

rafpeft des transfofiilées des équations dont nous.parlonsj, 
c*eft-à-dire avec tous les termes occupant les places pai- 
res de. m oins. Mais lorsque Ja propofée eft complette 
"& qu'elle a fes racines en progreflîon arithmétique & 
imaginaires , celles-ci doivent être toutes des binômes 
doût le premier terme eft réel & le fécond imaginaire» ' 
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-; ia4. Ces racines doivent être toutes pojiîcives ou tour ^ 
tes négîitîves^i ce qui fe démontre de la même manière * 
que nous l'avons fait §. isi% pour les équations d'un 

degré impair. • . . 

125. Faifons maintenant, Monfieur, quelques appli- 
cations fur les exemple fuivants. . 

Problème. -I. . Réfoudrfe Téquation du troifième 
degré x^ -j- sxV— x ~ 3 = o? 
^ FaHant à rordinaire,; pour éliminer le fécond terme, 

X = y -i- - = y — I > j'ai 1^ transformée y^ — 4 y 

ô 

^ :;=: o , fans fécond ni. quatrième, terme ; donc ^t = | 

.= 1 , 5. 1 16; en efFet. en réfolvant Téquatîon y» r- 4. 
:=:;'o, fai y =;=: -f- a, de plus, y = 0; donc puisque 
X = y — I, jlaîFai x = o— 1=— iîx=a 
.1— I = ï; jÊ = — : a — * I r= .r—3î ce^qui forme 
jla, pfo^eflîon arichmétibue -f-l .• ~ i • — Si 4^nt 
la^aifon eft — »• ., 

126. Problème II. Réfoudre l'équation complet-| 
te du cinquième degré,, x^ + 15^^ +7o^' + 9^^. 
.-^ ;^i X -• .105 = 0? 

• Enfaifant,x::i= y.- ^^ = y — 3^ po»^ la trans- 

fortnaiton ordinaire , j'ai toute rédi»aion fafte, y* — 
Qoy» + 647 = o; équation du cinquième degré dan» 
laquelle il manque le fécond & quatrièinè terme, dono 

x qp ^ i^ ^= —. 3: qugnt aux quatre autres radne» 

je , les trouverai Wen aifément, car la transformée étant- 
divifée par î , me dottne y^ — âoy* + 64 = o » 
abnc yv= lo.+'K 36 ^ 10 + 6-, & par-confé- 
qjient y:=:-f-4&y = 4:a,' ainfi à cauléque 
X =5 y — 3-7"J'autai x = ôjp— .^ = — 3,x =4 
' ^ \ H 5 
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— ."* ,*», *~7r~""3= — 5? donc les tititi 
facmes de la propofee forment la progïeffion arithmétique ' 
fuivante f- i • — i • — 3 . — 5 . .1, ^. . > 

■'127. Problème III. Refoudre l'équation côm- 
plette du feptième degré x' ^— ^js* -|- 45 x* -^ I75X^ 
+ 511XÏ — ggpx» + 1023X — . 513 r= 0? • . ' 

. En fàifant à i^tdîQaiie x = y .-fi. ^ != y ^ ^ j - 

^ai pour la transformée, toutes réduftiôns faites y::-fci 
^Sf + i9«y» + 288y = o; dans laqudle U manque 

tous les termes des placés paires; doncx== I =: i. "frdiP 

voris aauellement les fix autres valeurs dé x. La-ffaos^ 
formée étant diviféepary, j'ai l'équation dii fixièmede- 
éré y* -f^aSy^ + ijKSy» if 288 rr o, laquelle ré- 
folue par la métbode du troifième degré, ftie donne pour 
les trois valenrs'de-y*-.,;. y» =: — 19, y' = — g 
y» ^ - >; donc y == -f. |/ (- 18), y = 4. KC-8> 
J.=: i KC-à)î déplus, y =^ o; ainfien introdui- 
fant ces valeurs dé y diams l'équation x = y 4. i on 
trouvera que les fept valeurs dé x fomf x =1 X 

X = I ce qui en Taifant. attention que 1/' f — 1» ^ 
9= -SKC-O» KC~8D = a^C-»)Tnïe donne: 
ra pour les fept racines de la propofee, en les arren- 
géant fuivant l'ordre de la progreffion — 1 + q l/C-a'S 
* I + aK(-ft) • I + K(-â) ^ I . -i - 

1 28. P R B L« M E IV. Réfoudre l'équation complet- 
te du quatrième degré x^ + 10x3 + isx» ~ s© x — 
55 = o? 

, Pour en éliminer le iècond terme je- fais x = v — - 
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== — j ; ce qui me donne pour la tronsformée,j toutes 

réia&ioas faites y* ~ ^ y" + 749 = o; laqudle ré- 
ibloëpar la méthode du fécond- degré ; me donne y* =: 
^»y'=J'; donc y = + I > y = + I ; ainfî puisquç 

ac = y — I , j'anrîd x =:: | - | = » ; « =t U 

• • • • . . . ' * • j 

o • 5 * • * 3 •• * 5- _ : ' 

^ ■ ' ■ » ^ • * > ^". • • ' . "T* ^ 

^ — 5 = _ ^. Ainfi les quatre racines de la pro- 

pofée dans Tordre .de la-progreffion font 4 — ^ 7 •' 
•— 4 • -^ I • a. 

Vous remarquerez, Monfieur, que le quart 2, du co- 
efficient du fecond terme de la -propofôè arec .un figue 
contraire , eft moyen proportionnel entre le? deux 
termes nioyens de la progreffion que forment les^uatre 
racines de noire Caution propoTée; car -r '— 4- • -^ 

^ •.. — I $-113- , ._! " : 

lap. Problème V. Réfpudre l'équation çorr\* 
pîetee du fixème degré x^ — 6x* + Sax^ — a88xf 
«+• i3i6x* — i5>7ix.+' i8êo c= o? 

' Faîfant x 3= y + ^ c= y -f-- i , • j^i pour la transfoi* 

\ 

mée, toutes réduAîons faites , y^ + 707^ + .1036 y? 
+ ï8oo = o; équdtion du fixième di^ré fans fes ter- 
mes h places paires ; ce qui eft déjà une conviftîon que 
îa propofée a toutes fts racines en progréfRoBi arîtbmicî- 
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que. Cette transformée étant de la claflè des équations 
an troifièwe degré , & la réfolvant comme telle, j*ai 
y* = — 50 , y* = — 18 , & y* := — a ; donc 

y = + K(-5o);y = + KC-^). y.- + KC-^>; 

maïs' X = y + I, donc x ç= i + KX — 50), 
X = I +KC-18), 2c= iJ-VC-Oi or 
W fàîfant attentîon^^iue KC— 5o) = 5 KCr-s^) & 
que K (-^ ï8^ == 3 ^( — a) ; nous aurons pour 
les iix. valeurs des racises de la prOpofée dans Tordre ^iet 
la progreflion arithmétique 4-i +sK('--st) •' 
I +.3KC— a) • I + K(-a) . ï • I — 
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, ?S0* Vous avez va., 'Monfieur , §. 82 quel êtoîç 
rc:^préfiion deS; racines quarfés des binômes imaginaires 
f ■+:;// C* — ^)î 11 vous fera aîfé après cela, & enfui* 

vanUef mémos raîfofinements detr(»ver que y^ J^j/^à 

Aînfi.fi-on me propofe d'extr aire la racine guarrée di| 
binôme numérique la -f- j^^ 14,9 ; j'aurai 'Cn feifant 
£, = L± & d = 140 . • , . J/ itUr + y 140 

• ^^yf ^^'-^V^^ ^ Ho ) I yv/ lft.'-^Ki44 — i4o A« 
ou à caufe que ^144 — • 140 == Jt/4 = a, faurîd 
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131, Maïs foit la quantité f+ yà -|^ J/m + ^n 
donc on veut avoir rexpreflîon générale de la racine qùar- 
téç; il efraîfé de voir avec un peu de réflexion que lî 
ce quadjrînoràe eft un quarré parfait, ilne pieiit avoir 
polir racine qu'une quantité de la forme }/% + KV 
+ yz: foît fuppofé que ce trinôme eft la racine cher- 
chée , nous aurons Kx Ht Ky + V^ = K(f^ 
4- ^d + Knï + jf^n); & en quarrant cette équa- 
tion , on aura x + y + z + li Kxy + 2 j/xt 

+ 2 ^"75 = f +yà + ym + l/n; comparant 
identiquement la partie rationnelle du premier membre 
avec celle de même efpèce^lu fécond , Sa les parties radicale^ 
du premier membre avec les^ correfpondantes de nié mes 
efpèces dans le fécond/ nous aurons les quatre équations 
îuivantes (A) x +^y +, z = f, (B^aKxy 
-:^d, CC)aK^z=:Kin, (D) %P^yz =: f/ni^ . 

de réquatîoa (B) je tire y = ^ , de (C) je tire 

z = -^ & de (D) je tire 2 = ^î întroduifancdans 

Téquatior (A) la valeur r^ de y , tirée de^Féquation 

(B) & celle ■- dez, tirée de l'équarion (C), nous 
4 X 

aurons x+ ^ + ^ = f ; donc x« + -^^=fxi 
4.K 4* ' "^ ^ 

transpofant & ordonnapt par rapport à x, nous aurons 

A f tn 

Véquation du fécond degrél^ — f x + -^ — ^ q, 

V 4 
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«iréfoloei nie âotiae.x — 1+ K ( f ' -- a. ^ m) . 
,■•'-■■■• a * 

Vous remarquerez, Monfleur, que fi le quadrinome 
ptopofé f -^r y à -4- y m + Kn. eft un quarré pa^ ' 
fet, la quantité y (f* — d — m) Tara rationnelle; 
carparréquationCA), je vois que r=.(x -{-y -[-2:)': 
ç= X' 4. y" + «" + axz -f. axy + ayz; paj 
l'équation (B), que d =■ 4xy, &par l'équation (C), 
que m r= 4x2;. donc f* — d — m = x» TJ-.y? 
H- 2' + axy -f- axz.if. iyz — 4xy — 4x2; 
ou. en rédui&nt , f " — d — ita = x» + y* 4- 2' 
— axy — axz + ayz; or , ce dernier membre- eft le 
quané de x — y — z ; donc, yf — d — m = x 
-—y — z. Cela pofé, pour plus de fimplicité , fai. 

fans y (,(' — d — m) = p; nous aur(»is x == — ^ 



mettant dans Téquation y = -^ & celle z = H. 

' ^^ ■ : ■ . 4X * 

cette valeur de x, nous aurons y = -jr-E — & z = 

^ a t -f- ap , 

3^^p;doncKx+Ky+Kz = Kf^^^ + 

H af4.ap ) + ^(rt-+âp)v'"^sKx + ^y 
4. Kz =(^<^ + ^^+ Km' + Kn)î donc, 
(E)VCf '+ Kd +Vin + Kn) =y(^^) 

^ V (jf^rr-p) + K.(7r|-ii,)- •Mais afin 
que cette. extraftion fait poffibIe,ll faut que, puisque 
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dés éiciualtons (Ç) & (D) ^ j*ai tiré z = ^ flc 

m V ^ ♦^ 

% == —, on aît 7- = — : ou en fubftituant les va^ 

leurs de x & de y, qu*on aie l'équatioû de conâidoii 

.rp-2 — -. — : 2_XiE on trouirem furement que 
af + sp ad ' ^ 

c^tce équation eft réelle, fi p étant rationnel & 
par-conjféquent la quantité propofée un quarré parfait^ 
on donne aux lettres d, m, n, les valeurs qui leur con- 
viennent, & qu'on prenne des deux figues + &' — qui 
précèdent p, celui qui lui appartient; or, je dis que 
celui là fera pofitif quand une des trois parties intégran- 
tes x, y, z> de la racine cherchée fera plus grande que 
la fomme des deux autres; ou qu*une d'elles fera égale 
à la fomme des deux autres; mais p fera négatif fi cha- 
cune des trois parties intégrantes , eft plus peute que h, 
fomme des deux autres ; en effet foi t par exemple x > y + z ; 
il eft évident que puisqu'on ax + y + z = f,& 
par-conféquent x = f — (y + z) , on aura x >* 

t ; donc dans JVxpreflion x =ï JXI il faudra prendre 

ppoûrivemeut; ce qui fe continuera de même dans les 

expreffions de y = A & ^^ 2 = ^, ou z = A Ete 
4* 4^ 4 y 

même fi x = y + z , alors il eft clair que l'équation 
X =: f — Ty + z) fe réduira à celle-ci x = j- - 

donc p s'évanouira , ce qui réduit l'équation de condi^ 

m nf + np . « • ^n i^f. ^^-^ 

«^ 2f+2p =^ — ^— àcdle-ci, f - d • «^^^ 

fi X < y + z a alors puisque x = f — (y + z)» 
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f ' f 4* t^ 

00 aura: x < -; donc dails rexpreffion x = ■■ -^. ^' 

a faudra prendre p négativement , ce qui fe propagera 
dans toutes les'expréffioris dé y & de z. ' 

132. S*écant aiTurépar la réalité deTéquation de con- 
dition^ qu'on a pris p'avec fon vrai figne, elle fera con- 
noitre la valeur de z qu'on .introduira dans l'équation 

(F) y = iU: tirée de l'équation (D) : connaMIant 

4 z 
les valeurs de y &/z, il me fera bien aifé^ en lés intrôduî- 
fant dans de Téquation ^ (H) x = f — ^^y — 2, de 
connoîire celle de x. 

133. Un quadrînome, dont un feul terme eft rationnel, 
ne peut être un quarré parfait qu'en tant que fes termes 
font tous pofitifs , (tel que celui dont nous avons parlé 
précédemment), ou que deux termes parmi- lesquels eft 
toujours le rationnel, font pofiûfs, & que les deux autres 
font négatifs; c'eft-à-dire que ce quadrinome eft d'une des 
trois formes fui van tes f^f/d— l/m — J/n^ ou 
enfin f — yd — l/m + yn\ car dé la formule 
générale de là racine + jKx 4: Vî + K^, je ne 
puis tirer que les huit fimples fuivantes • • . ' . 

J/x + J/y + Vz^ yx + Ky — yz^ 
1^ jKx - J/y - yzi J/x - J/y + Kz, 

.yx — yy — yz^ 

^yx + yy + yz^ 
^yx^yy + yz, 
-yx + yy — yz; 

Qfy les deux premières étant quarrées. me donnent égale- 
ment deux quadrînomes dont tous les termes font pofl- 
tifs , & les lîx dernières étant qu^rrées me dpnnent des 
quadririomesdont un terme , fomme^ des parties fationnelles, 
& un autre terme radical font pbfitifk; tandis que les 
deux autres termes radicaux font négatifs. 

134. Vous appcrcevref aifément , Monfieur, que 

dans' 
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fâdtisdé dernier cas, toutes ie$ parties intégrantesde la racine 
ide notre nouveau quadrinome , moitié poficif moitié négatif^ • 
ft trouvent par les mêiîes méthodes & foroiules que pour 
celui dont tous les termes font pofitifs $. 131 & 132. 
Mais à caufe que par les fignes qui précédent les radicaux 
des trois parties intégrantes de la racine cherchée, on peut 
trouver de fix manières différentes, enquarrant ces racines ^ 
lin quadrinome qui a deux teriiies radicaux négatifs , 
on riç pourra déterminer la vraie racine, qu'en, les eflkyant 
toutes jusq'uàce que Ton l'ait trouvée; je ne cbnnois pas^ 
Motifieur , de moyens de ^terminer autrement cette in-^ 
certitude, qui n'a pas lieu lorsque le quadrinome propo- 
fé a tous Ces termes pofitifs, car (/x + f/y + //i ' 

= -^ /^x-'Ky 7- ^r'z- 

135.. Problème 1. Eictraire la facîné qtiârrée dû 
^"uadrinôme nnmériqiie 11 + K 7* + K 48 4^ 

Je fais f ±: rt , d =i= 7» , m = 48, n == 44^ 

donc y t"" — .d **- m = J/iti — 72 — 48 = 
\/ \ — i. Ce quim'aflure que le quadrinome propofé 
eft un quarré parfait §. 131 : ainfi p = i; introdui(anc 

j ,, . . j t. . ni il f + n p , 

dans 1 équation de condmon ^qr^p = =5 . 



les valeurs de m, n,Vi d^ p; faî ^-^ == -^i 

en prenant les fignes fupérieurs, j'ai ,' toute réduâion fai- 
te, réquation identique 2 = 2; donc 2=2; met- 
tant dans Téquation (F) $. igt, les valeurs de n ^ 

dez, j*aîy ==: ^ = 3J enfin mettant dans l'équaddtf 

CM) $• 132 , les valeurs de f, y & z; j'ai x = 11 
^3 — 2 = 6; donc i/6 + K 3 + y%^ 
Kn +K72 + K48 + Km- ' 
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136. Problème IL Efxcraire It racine quarrée clvr 
quadrinome 10 + //60 + K40 + ^24? 

Je fais f = 10 9 d :== 60 9 m = 40, n = 24^ 

donc p =i ^f*— d— m = //^loo —60 — 40 = 0: 
Ce qui m'aflure que le quadrinome propofé cfl: un quarré 

parfait, & que x = -- = 5 S- 131 ; donc y = -:- 

3> 4^ 

K3 +V^ - K(iO + K6o + |/4o + Ka4> 

137. PkoBLEMB 111. Extraire la racine quarrée du 

quadrinome 15 + K'^^H" ^"56*+ K48? 

Je fais f =: 15, d = i 68, m =;; 56 , n = 48; 
donc p :=::. yt^ — nj — d== Kaaj — 168 ,— 5^1 
= K I = I î ainfi le quadrinome propofé eft un quar- 
te parfait. TéquatioU aptes les introduélions numériques 

des valeurs des lettres qui y entrent , devient '■ ' ■ , - ^ 

== t!L^-l.. Prenant lé fîgne négatif, j'ai toute ré- 
330 , 

duftion faite , l'équatioa identique '2 = a; donc z = c , 
n 48 ^ r- 

.«' 6 -^ a = 7 ; d\>ii je conclus que Vr U- ^6 
4. |/a = y dis + K168 + K56 + K48;. 
:, isétPROBi^KME 1 V. Extraire la racine quarrée du 

quadrinome 21 -^ ^'^54 + ï^ 308 '— yTs^^ 
je fais f = fti , d = 84, m = 308, n = ija; 

donc p':;:: J/f — d — m = y 4^1 — «4 — 308 
c=î/49 = 7' oîrfi le qundrinome propcféelV un quarré 
parfait. Les valeurs nuir^ériques de f, d, tù, p, me' 
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^tment; poiir réquadon de condhiob, en prenant k 

ïigne pofitif , ^ F ^rOn^= aa, ce qui eft 

'iabrarde; prenancle figne fnégacîf ,' j*â{, toute réduftîoû 
faîte , réquation identique xi =: ,i i ; donc z ^ il » 

.^=fi = ^ = '• ^= *-" -'= " - » 

i— II = 7 : ainij les trpîs parties intégrantes de. la ra- 
cine. Cherchée font n , 7 & 3,; raais à caufe de" la for- 
me clu quadrinome^prppofé. Je ne fais fi la vraie racine 
cft - Kn + y? + ^V» on Kn+K7-K3t 

ou y II — F7 + K3. ou yn ~ y? — Ks* 

ou .-- y II ~ K7 + K3» ou enfin - Kii + 
K7 ~ ^^3, $.^133* Ce n^eft qu'en leseffayant les 
unes après les autre3 , que je trouve -— K.ii •- K7 + 

1/3 = ^"(21 — K84 + K308 — y I3Ô- 

1 39* r Avec un peu de réflexion, vous appccevrez aîfé- 
ment, Monfieur, que les racines étant des monopies, 
binômes, .trinojmes, quadrjtdiïies: Ôcç.dont tous les tcB- 
mes font îadicaux, leur quarrés devront être des monô- 
mes , binômes, quadrinomes , 7 -nomes <, &c. (*) 



(♦> En écrivant U fufte naturelle des nombres quî exprimenc 
la quantité .d§ tetwâde chaqc» racilïe , Hepuls le monoœc, on 
aura le nombre de termes dH quarré de chacune d'elles, en ajou- 
tant le pjombxe qaî précède dans Ta fuite naturelle avec celui qui 
lui répond verticalement audeffous, aînfi qu'on le voit dans la 
tablé ci.iplntè: ' ' ' . . / - - «. 

1 2 34* 5^ 6 Y 8 9 loti ta 13 M ^5 l^ î7 i8>«» 
1*471115 22 29 37 4<5 5* ^7 79 P'^ ^«^^ '21 13? I$4.«. 

Si dodoje^usptjufler dpttetaWe 'pl«»lofn ,,&coniK)ître IcffAm* 
'bre de termes d^ quarré d'un ip- nomes dont tous les termes 
font affeaés d'an figne radical quarré . j'ajoute î8 avec le nom. 
"bre 154 qui lai coriespond verticalement eu deffous, ce qui rte ' 
donne pour 1^ nombfe cherché de] termes d'un pareil 19- na- 
rines; P72.' * • ' ' • 

I SI 
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qui ont tous un^ cermé rationnel & les^auttes^^ radicauif 
quarrés; ainfi cous les polynômes de cette forme tels 
que les trinômes , 5-nomes, d -només &c. iti- 
termediaires à ceux indiqués plus haut , ne peuvent être 
des quarrés parfaits. 

Notre théorie fur Téxtraflion de la racine quarrée a*unr 
quadrinome quelconque dont un feul terme eft ratioiinel^ 
pouira fervir à trouver celle de Textraélion de la racine 
quarrée. des 7 -nomes, 11 -nomes &c. delà* même 
forme, c'eft-à-dire qui n'auront qu'un terme rationnel. 
Je vous prie , Monfieur , dans la première lettre 
que vous me fere2. l'honneur de m'écrire , de m'en- 
voyer la folution générale du problème fuivant; extraire 
la* racine quarrée d'un 7 - nomes , dont un lèul terme 
efl: rationnel , & les autres aSeétés chac^ns d'un ligne 
radical quarré? 



L E T f R E X. 



Au moyen de la deraière lettre que vous m'avez fait Hiofl- 
neur dero'écrire, Monfieur, il, eft impoffible de ne pas 
trouver avec la plus grande facilité , la folution que vous 
me demandez du problême fuivant. 

140. Problème. Etant donné le 7 -nomes 
f +'yà + ym + Vn + Vz + Vh + Vc, 
en trouver l'expjreffion de la racine quarrée ^ fl le 7 no* 
mes propofée eft un quarré parfiedt? 

Soit Vk + y y + yz + f/mj la racine Gherchée^ 
nous aurons parconféquent x + y + z + « .+ a î^x^y 
+ a yxz +^yr^ + ^i/Yz + a Kyi + ayl^ 
i^i+yd;+ym + yn + yz +Kb + Kçi 
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donc (A) X + y_4^ z •+ », = f, C£)' 2 î^"xy 

^= J/d, (C) aKxz = rm,- (D) 2Fx« ;=: J/n, 

CE)jïKyz = Ka, (/ ) 2Ï^y«==yb; (H) 

aj/z» = Vc; dçs:fix defnièrçs équation» , -je «le 

fattt les valevurs de y, Z & « que me donnent les équa- 
tions ("B'), ^C), (D'), âansl'équadon (A)V'noas 

aurons X = -^ + — +.-^; mujidpliant tous l^ 
4X 4X 4X 

termes par X, transpofanc & ordonnant jiar rappiort àx, 
nous aurons Féquation du fécond degré x» •*- f's^]^ 

«■-- d ^p- m "-",". q^i réfolue, me .donne x 5= 

^ ■ • '' , '' . \ 

: ^. ,...-. ^ ; or; Il le 7 -nomes pro-^ 

■ a '- ■ • -^ ...^ .. -. .< ~- _ ; --^ 

pofé efl: un quarré parfait , f * — d — m — n le fera 
auflî; car~*réquâtîon ( A ) Vêtant quàrrëé W dohtte 
f» ±=,x* + y^ +; z^ + «\+ «XV + .^xz + â^xljn 
+ ayz +.fty4»\+ tz», & des^quations (B), (Ç>^ 
(D>, je tire d =;: 4xy, m =^ 4^2, n^^^xu^^ 
donc toute réduôlbn faîte , f* -^ d "m -y^^n -^ Xa 
+ y^ + z* + «»* «^ axy — axz — axw + ay^ 
4, ay» 4- <^a;«; or, , ce dernier membre eft le quarré 
parfekde X -r y — z— «j donc J/(P— ^T-p^n) 
z= X -r y -^ Z ~ «: ainû faifons pour abr^^ 
|/ fa „ d -^ m — n ss: p ; alors nous aurais (I> 

x s= L-XJ?2i mettant cett« valeur de x dans^lçs équa- 

Ï3 
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dori« (BO, (C-')i. (D'>;1 nous aurons O") : 

^ g3.... u ■ ? . Mettant la dernière v^enrtrouvée 
de ydaDs-ks éq.uation» '^E') & (B*) , fious auro^Js 

.«ïfin njpitant I« deux valeurs de as. prifes en (fc") & 
(JE'O-i^dansireqviation.JÇfl'), on aura -les Jeux équa- 

'•aiHatp)-";-^: '; , '. : ■ ' 

A caufe des deux valeurs de z en (C'3 & en (E'O, & le? 
quatre valeurs dé ci exf f D^, CF")>^ («"> & CH''^)' 
nous aurons les fepc éqOdûooi^ de conditions (K.) 

^m,.^:a><(g^i:y;)^,-^L^ nchtr VX (f+P^S 

.(M);mn =x: X-(f^+ p)S (N;) an =: dc^ (O) 
hm c:.c4i rP).%b X (f ^p)^:?:,d^c, CQO 
«1 X Cf + P)* = d?»::de CCS fept, la istemièré (K) 
& la- dernière (Q) ïbnridratîquesf; donc elles fetéduî. 
ront à (îx ^ parmi lesquelles les deux plus Amples fbtit 
évidemment les deux éqqations (N) & (O); de ces deux 
îd je cboifis la dernière^, parce que, une fds parvenu àfà 
' réalité, on efl; fur qu\)n a donné aux letcres b, c, d, m 
les valeurs qui leur conviennent; or, les"deiJx premières "1 
feu)es b & c» fuiSfenc pour avec, h^ vMeur de o», que 
Téquation C^) fait çonnoîire , trouver /ce^es de y, « 
fyxi ctiT des équations (F) & (H^, ie tire (Tî) 
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y =: ^^& (S) 25 = -^ (qiiabtàlavaleajrdex„ell« 

dépend de celles de y, 2, « & la conftante f; puisque 
'de réquatiori (A) je tire celle-ci '(T) x = f — y 
i«. ^ — . ft, y au lieu (^ue par' Téquation (N) on n'ob- 
tient que ralTurançe de la vraie valeur d'une des deux let- 
tres b & c, qui entrent dans réxpreffibn des deux ia- 
connxies y & .z* \ . ' 

J41. Aînfi que vous Tàvel (Jétnontré pour le quadrîna- 
riome §• 131; P s'evanouïra quand une des quatre par* 
ties' intégrantes,^ par exemple pc, fera égale à la fomme. 

des croîs autres y, z & •; pour lors on aura, x = -. 

' 142. ;Urî 7-nonies ne peut être un quarfé patfaîc 
^ que dans trois cas 'feuleînent; i^. quand tous (es, termes 
font pofidfs; t^. quand il y a quatre, termes poficift, 
-dans lequel ^(t toujours compris le rationnel, & ^rois 
négatifs; s^* q^*°^ ^^ ^V ^ que troi^ termes jiofltifs 
. compris (e ratiôntiel & quatre termes; négadfë; car déjà 
.formule générale + Kx.+ Ky + Kz + >^'« 

qui cpnuepjijj^s formules .fimples de toutes .le* raeinUs 
'quarrées poÛîbles d'un 7-nomes qui n'a qu*un terme 

tationnei ,/îe tire tes qù^QTze fuiyames^^ *^ »' 

ï^x + yy + y^ ^y^'f yr+yy+yz-^yM, 

— KX — J/y — Kz — y^i Ï/X_ J/y— J/z-K*», 

^ //x^Ky + Kz^-K*, 

^ Kx— ,Ky + K^tK^» 

— Kx - Ky + Ki: +'K*', . . 

— Kx4-Ky + ï^z -l/*»; ' .. ;. 
©t, les detix^prémîères étant qti'ârlées donnent dès ?-nd- 

1 4 
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nies 9 dont tous les termes font pofitîfs; les (ix: fuiyatH 
tes étant qaaùrées ,' donnent (Jes 7-nomès dont qùai* 
tre termes font pofitifs ^ trois négatifs; enfin lis fij^ der- 
nières étant quarrées donnent deé 7- nomes «dont 
trois termes feulement font poficifs & quaqr^ négatifs 5 
donc, Monflèur, rinçenitude fur les fof mules qu'on doit 
çhoifir dans les deux . cas où le J^-nQme pfopofi^ 
fe préfente avec feulement quatre ou trois tef.mes pofî; 
tifs, ne ronleque^fur fi^, aitifi que pour les 'qu^drîno- 
nies qui ont deux termes pofitîfs-^ deux néga.tîfs §. 134^ 
143. Problème;. Extraire la racine (^uarr^edyt 

2 • nomes " numérique 16 + ^^^4 + f^ 4^ + t^ 4;^ 

r- yTô ^ K72'— K"Î20? • 

Je fais f =; 16,, d.==:.a4 , 4n i=: 40 , n q= 48 ^ 
a = <5o , \? =• ^^, .ç,é:: 129; j'ai par-conféque^t 
î/(f« — d — rii -i n)j = VX^s^ - 24-^.40 -r 
48) = Fi44 =-J^Î donc p. =,1$, çç qui m'^s- 
fure quç le 7-noine, propof^ eft un-) qtjarré parfait 
§. 440 : ,prenant Téquation d^ copdiÛ9n:(0) $. 14<>>» 
& y iatrqduiiatit.les yaleurs-de b = 71^:1^ ,.e = laq, 

'4'-— ^f» M Œ 40; j'ai ^ = i^;-^oli^n*réduîfant-, 
l'équation " identique . 9 - =. 3 ;^-donc v«i =? < S^ , x =1: 

,,L 4-gi^ '=?: ^-^ ; ~ r . • ; prenant fe iîgne fnçéneur on su- 
roît x:= 14; mais ialors Téquation de condition (Q); 
a X (f i P)* T= dm-feroic en prenant le figne pofi^ 
tif 47040 = ptfo, ce. qiiî eft abfurde; mais en prenant 
le figne r^gatjf , on a réaùati9n..identiguje 960 =;; 960.; 

4onc X = il=:^^ a; deplijs.^ V -^ = îî 

==65;. donc puisqi^ z = f — y -^ x. "^ ^9 ^^^ 
fuçons z = 16 — 6 — a — 3 = 5,/ 
M ^fe <îje la foçmft du ^-i^pm^ ÇW^Ç^^a T** 
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i^nelvksqoe la racine cherchée iioic;:écre de h forme 
^^une des fîx formules du parag^phe précédent; en les 
.^Hàyanc Jes unes après ks autres^ je trouve que — l^% 

144. En examinant,; Mohfieur, vôtre théorie fur Ter- 

traâion de U racine quarrée de^ polynômes qui tfont 

.qu-ua terme ratioànel & qui font' des quarrés parfaits ^ 

liVyant rîéû en ieux ni Sans leur racines quarrées qui foît 

:ifi?àg[oaire ; j'ai vO -qu'elle pou voit s'appliquer générale^ 

meut fur tes polynômes du même genre qui ont leurs lacine^ 

toutes comporées, ou en parties de quantités imaginai* 

^•es; fi ce n*eft que dans la premier cas, le polynôme 

propofé eft tout reêl, & ^ans le fécond il eftcompofé 

'de qui^ncités réelles & d'autres imaginaires; en effet s'M 

>s'agit par exemple du quadrinome (*) dont la racine 

eft uu triilo.me çompofé de terme^' tous radicaux qoarrés» 

je vois que ceux ci peuvent être tous imaginaires , ou 

yîeii que deux, oti tien qu'un; c*eft à-dice que la racine 

-peut fe préfenter fôuâ une des ' trois formes fuLvantes, 

K(- X) + KC- y) + K(- z) , Kx + 
Fe- r) + F(>* 2VKx + Ky +K(-0- 

Oi%* dans le premier cas, le quarré de cette racine fera 
^ l^n qfiq,drittome dom- le terme rationnel fera négatif & 

tous les radicaux des quantités réelles; dan» le fécond &c 
rttrQifième cas le -teimp rationnel fen pelklf ou négatif fui- 
r vant que la, pç .4es .deux parties inté^ntes pofitives le- 
\(pnt plus grandes, ou plu&petttesque tes, ou. la partiç 



(*) En examinant les formules ttouvéesj. 82 & 83, on voit 
que. les racines quarrées des blnomçs tioDt; un terme eil rationnel 
& Vautra imaginaire, font auâî des bînomes compqfés'd un ternfe 
i^e.1 &.rautre imaginaire »foit dans le cas du $. 81 oi^ la quaotKé 
(atio^nele f eit ^iicive, qu dans celai de f négatif $. 83. 

■ ' ■ •■""- -"'u" '■■■ ■ ■■■■ 
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intégrant négarive; mais- toujours dlmc^'deiix cas l6ê 
quadrinotnesy quarrés.de ces racines parties imaginalFes ^ 
parties réelles; auront deux termes UofifiimireB & un ter* 
me radical quarié :rée| : mnÛ \^i (|/(— . x^, -f* 
.^(_ y) 4- KC^z))^= ~vf-+.Kd ^l^m 
■4- Vtï; <i\ CKx. ^ KC- y) + V^-- z))^ & 
vKx + f^y + yi^t^y peuvenc être égalemem 
repréfentez pgr ± f 4- Kd + K(- ni) + KC'-î*> 
145. Cela pofé , ù on veut extraire la racine quarrée 
di* quadrinorae , — f ^ y à -{- V m ^V w; 
je trouve en fuivanc le même mode de calcul que celoi 

employé §. 131 , x = . ■ —.■■>. Mettant cette râleur dp 



2 



" d ' " m' ' 

S: dans les équations y t= 7--, z sz: — , & celle de y 
. ^ . -^ 4X 4x' ; 

dansréq4atîon z = ^: faî y >= - , ^ (_^f j , f, y 

z- :— -iV^ z~ ^x(-f±p) : g, 

^ - aX (-f+P)' ~ " ?d > ^ 

parreonféquent j'aurai réquatioôde€eûdi^ori ^^:^_^^X< 

= ' " X <^-5±P), Or il eft aîfé de voir que les va- 
ad 

leurs de X, y & z font négatives; car quand roéme'p 
-ierofe'pofiti F, onaionjmirs f > p: eh efFet f t=z l/" (^ 

^& p±:Kf^'— et.— m; mais Kf' > ^ f * - d - rt, 
donc f > p; or d, m & n font trois quantités pofiti- 

ves; donc ^y^ r ^,7 4, p S valeur de z eft uiae quan- 

'tîté négative; donc auflî, y= — &x= HL feropt 

42 42 

des quantités négatives r/aînfi ^C*— ^ 4-Kd 4- y m 

+ Fn) = ^^c- i) + ï^c- y) 4 yi- ^> 
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146. Si le qmafîflome propôfé fe préfente avec deux* 
tetmes-imaginaupes. tel que celui-ci +■ f + Vd ^ 

j/r^ m) + VC — ^)i ^^^^ ^^ ^^^ éyi(^ent quç Tes 
mêmes formules du 'paragraphe précédent feront eon- 
noître les' valeui^s des trois parties intégrantes x/y & z;; 
d'ailleurs lé calcul déterminera fî la racine chei'cbée eft db 
Jaforme yx + î^(- y) + KC— z), ou 'de délite 
Kx + y y + y( — z) ; tioufe ^rêénarguerohs f euté* 
jnenc qu'alors la valeur de p = Kt^-f- d-^m..^^ 

^pendani des figues de d & m, ,on pourra avoir f ^ p; 

ce qui déterminera les i^gnes de z & des^lrtres parties' x& y, 
14''. pROBLEMEr I. Extraké-la racine quarrée du 

qùad/îoome -;^ ^ + Ki^-^Kl^ '+'K4$?^-' -^ 
A Tafpeft de ce quadrinome je vois que fa racine doit 

être campofée^e Jtroi^ quantité^ Jm^rginaircsi $i :nf4;.jp 

fais f =; -^ 8\ d zs la, m = 16^ n = 48; donc 

•~ J/ 56 ==6; par-conféqueiit réquatioîi de condition \ 
_. m ^^^^ ^ n X (-^f^, pg : âevîetîdfe 

r>rc=^TîT5 ad , \ . . 

' ^ ^g • -' ^ 48 :>< (--8 i-1) , Vt^aa^ :i 

figne pofitif de p , j'ai j^i^ ±5 ^''; -^ott -^. $ =^ " 
- 4, dotiez r= — 4, y = ^-^;irj6,-r , :2» 
X ;= J^ = _l5 =1: IV donc KC-« 4-^»^ 

4Z ^ .-^.lO 
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• 148. Proslbme II. Extraire k racine quatrée du 
^uadrinome — i + K ( ~ 4^ ^ "^ ^ ^ ~" 7* ^ 

Arafpeét de ce quadrinome je vois que (à racine doit 
avoir vin ou deux ternies imaginaires j. 144; je fais 
f =:.— I , d = — 4», m = — 72, n = a4; 

donc p = Kf- d -!• m = f/f.-{- 48 + j^a 
È;: f/iai = 1 1 ; par conféquem i'éqoation,decondi- 

non aX (:-i±P), Tâd — ' devtpndm 

- " — 7a - . __ «4 X (— I 4 II) * V 

Vx(-it"3 - >x>~^4"i ^'""'"^ . 

■fignepofitif, j'ai "^^^ = zr^r ce qui^eft abfutde; 
prenam le fignenégatif , f ai ^^ a= ^-||^ou 3 =-3,- 

*°^ '7^: ^':^ "4^^ f^.T- * ^ ^ = ,§ 

« ^ = -.^ ; aonc.KC- I ,+ K(- 4») 

+ KC- ?a> + Ka4> ^^KÇ- 6) + Ka 
149. Problème' III. Extraire la racine quarrée de 

ft + K48 + K(^ 108) + yc- 144)? 

Je feis f = 'ar"d = 48, m — io8, n =— T44; 
donc p = K f", — d — m qn y ^ — 48 + 108 
'= y6^ = 8; &-par-conféqaent l'équation de condi- 

lian fera '■^ ^.} — r-cr = — ^ ^ . ■ ; pre- 

-^ aX(a + S) ftX-4« *^ 

çant le fîgne pofitîf , ':::-^ = " ^gj^^x ce qui nQ peyï 
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être^ prenant le figne négatif, j'ai ^^—^^ = ^ » 0» 
5L.= p; donc z = 9, y = ^ = •:::-i|* s= - 41 

; + K C- 108) + y(r- 144)) = K (- 3> -I* 

yc— + y9' 



f 



. L E T T>R E XL 

* » 

Les trigofiométries reélUignes & fphériques étante' 
iVionfîeur, les panies les plus uciles des fciences maché« 
manques^ par TapplicatioD qqe font fans ceile obligé d!en 
làîre les Ingénieurs £; les Agronomes dans leurs opérations i 
je me fiiis occupé à rendre plus , (impie &. plus générale 
la théorie pour la réfohicion de toutes les efpéces de triao» 
gles. 

Je ne vous entretieûdraî pas ici, Monfieur, de totii 
les préliminaires de la Trigonométrie rèftiligne que peu de 
perfonnes itèrent ^ & qui fe trouvent expliqués de la 
manière la plus claire dans( tous les ouvrages élémentaires 
de mathématiques. 

Pour répandre plus de fimplicité âans le calcul & les 
formuîes que nous emploirons dorénavant ^^ nous repré^. 
ièncerons les mots Sinus ^ ' Cofinus , Tangente par les 
(impies lettres initiales & capitales S, C, T; & les mots 
Cotangente ^ ^Sécante ^ Cofiquente^ par les lettres initia- 
les & capitales de ces mots avec un petit t caraélérifti- 
que en forme d'expofant à la première, & un petit c ca- 
raftériftique en forme d'expofant aux ;deux dernières; 
aînfi Cotangente = Cs Sécante = S* & Coféquentc 
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" 150» Par la eompar^î(bn des quatre triangles reftillgnes 
fcélafegles formés -^ns un quart de cercle par les deux 
rayons ^uî le limitent & font par-conféquetit perpendicu- 
lairef^Vtin fur Tàûtre^ ïe rayon qm pftflè par Tautr^ ex* 
trêçîité d'un arc quelconque du tnême quart de cercle, les 

, SinuêyCo/tnuSy Tangente y Cotangente ^ Sécante y Co- 
fecante de cet art & les parties des deux rayons perpendî- 
cattlaircs J-un (pr l'autre Compris ^tre le. centre & les 
pieds 3es Sinm & Cofînus de Tare en.queftion, qui font 
égales, la première zwCofinus^ la fecpnde au Sinus i nous 
aurons les 18 équations fuivantes, I, S =CT C*)î « 

II, S = I Çlll , S = gi IV, ^ =; i ; V, c = 
|; VI,C =^ gc;yiI,C=tSe;VIII,C=g;IX,T= 
|; X, T = SS'; XI, T = i; XII, O = f; 

XIII, C = cc^; XIV ,0 = ~;xv, 

S^ ^ -g; XVIi Se = g ; XVII , C<^ = ^ ; 




^ (♦) On, fiJît qiro géc^ralemept dans la fcience trigODOinëtriquc 
on repiéfeiite le rayou par T^nité. 
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15a. Le triangle re^angle formé par le rayon, la 
Tangente & 1* Sécante , me " donne les fix équations* 
fuivantcs, I , <50' =: i + T^; II, S« = yÇ i ^ 

TO; iw. T- -.(SQ^ -- 1 ,iv , T = K(SO'^::r ir 

V, I = (SO" ^— t^ VÎ, I = KCSO' — T\ 

153. Soie M & JN. deux arcs de différentes grandeurs; 
parla XI* équgtîon §. J50 , nous avons TMC'iWE = t 
&.TnOn = ï; donc Tm:Tn;: C'«:C'm; par-confé- 
quent les Tangentes des arcs de différentes grandeurs » 
mais d\inmên^e cercle, font en raifons inverfes des-Cotan- 
geme^ ^es mêmes arcs* ' 

154, ProblbivIe tr ConnoiCTant Içs Sinus & Cofî-* 
nus de deux arcs inégaux d'un même cercle,, trouver le 
Sîaas Se Cofinus de la fomrae de ces deux arcs? 

Soie BA, EB C% ^0 '^s ^fcs propofés^ que nous 
appellerons ^ & b\ bd, em leurs Sinus que ^nous appé* 
letons c &.d\ cd , cm leur Colînus , que nous appellerons 
jf & Â; il s^agk donc de trouver les valeurs de kp = re 
^•CF = y. 

Les triangles femblables cdb , cfh me donnent les deux 

proportions j:^: : ctt : i : : F h; c ; donc ch = ^ , hf = 
^9 les tri^ngles^: fraibkbles «ç^:,; cbd me, donnent 
les deux propottii5îîs/:i/:': ciUMiium; donCHM = rrp 
«H ^^'^T'î niais HM zrMC ^^cîî=à — ^ ; donc %-^ 

. ■ I . - ; 

jp r • • ... - ^ • 

= ^-y^^\ on cd^=> fh — 3? ;^ par-conféquent y = 
fh ^ cd\ de plus he = ef — fh == ^ "" T 
en LLZlSl*^ dQjjc puisque eh = -> , nous aurons 
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4 = fx — cyj & X ~ A^^ : întroduîfant* dàni 
cette équation la -valeur déjà trouvée de y , j'ai x = 
£ "t cf^ —J£^ jjjjjis c« = I — /*; donc toute té- 

duftîon faite, nous aurons x P^ ch -^ df; ainfî xhet-. 
tant dans ces expreflions des valeurs de ^ & 3^ celles ré* 
ktives^uxarcs^jf & *; nous aurons S^^ + *) = S^ 
C* + &bQa &XC^ + *>= CaCb - SaSb. 

155. PROBLEME IL* Connoiflàn^les Sinus & Cofi- 
nusde deux arcs a^ h d'un même cercle, mais de diffé-^ 
rentes grandeprs /trouver le Sinus & Coiinusde leur dif- 
férence? 

S bit aftuellement EA=t:^, ËA=s:^Cfig' ^50^^*^^ 
différence fera Tare eb; il faut donc trotiver les valeurs 
des lignes em, cm; nous appdlerons ht première x & 
la féconde ;y: de plus nous ferons Epssàî&cF = A; 
le relie comme dans le %. 154; les deux triangles fembla- 
bles EMH , BDc me donnent Jes proportions xifii 



eh: i::mh: c doue eh = ■> & mh = -7^. Les deux 
triangles fefnblables bdc, hfc me donnent les propor* 
dons A:/:: hf:c::ch: i.donc hf 3 ^ & ch =fc 

V; mai» hF = EF — ÉH t= rf — ^; donc ch tzfd 
é^ X ai X = fd •^ ch; ie plus ch 5= mc — mh 
- y _ ^^ = fyj-Jl;' donc h = ^fy ^ ex, &, 

y = — i-^*: introduifatit dans cette équation là valeur 
déjà trouvée îi ^, j'ai 3^ = kA-cfd^^c^h < ^^.^ ^^ 






/ 
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^'>r ^ /^; ''d^ coufe>ldii£W»li fete y a» rrfi +/*# 
aibfi inectadc.(kn8 cette i^uatîon ici, & celle x = /^ 
1^^ ch kS'Vdeués relative de ces lignes àu:^ arcs ^), ii 

156. F p o B L« M B IIL ConnoiflTant les Tangente & 
Cotiftgetites d«s d^iix arc? »&k àe cBfféfentéâ gJatiàeurs 
mais de mêmes courbures ,, trouver la Tapgente & Co-^ 
tangente de la fomme a :+ ^^ ,, v ,1 -^ 

Parla ji««équadondiiS. ijb o^kiTCi+J) = Sr^^lÙ) . 

tnettfet dâQs éetfe équation îéâ viileurâ qàe*àouS âvon* 



\ 



trouvées |. ;44à''$(^ +.>>) ^ Q(4 ^ A3? *ï^ 
iuroâs TC^ 4- *)'= llcl ~ Il al '^ -irffanttou^' 
ks termieâ de^tte frafflon {>ar CWC^ , ' j*iii 4' trace réduo» 
uon faite, 7 Cf +>) - Ci m = ï^firî- 

p^èft te qu'il falloîc pr^H^rfîmf m trouver., ,. ; , . , 
Par la I4«« équation §.150, nous avons Ô (^ -f* ^J 

8^ ^ j;7-jLN^ ^0°^ mettant àùis irétte demî|re év»* 

lion la valeur que nous venons de trouver à T(tf ^ *)| 

total zûfdns't^ia +i) ±=- ^TtT^^'"^ ' 

• î§7.'PRd%tfcME IV. CobUàîflTaàttes faagdit»« 
potaagewaes'^ de deux arcs a ;& ^ de différaitjs ,^nr 
tieiv^rmafe-èeTnêmeâ éoui^bufës, trôuvélp la'Tàogerice ^ 
4a Cotangente de^leUr différence. ^ ^r- *? . s 
:. D*aptèàbir*'équàrion pi|o^;raî t (^^ =& 

^^^-^^-^;, mettant dam^ cette éq»ai|on les valeur? qù< 

- . ' ^ ^ - " k - * 'V ' 



iious aurons TC^ ~:.«^.).=: «TçX^cTci î; .^'^• 

ftnt toy^fes cermes-dè cette dcmière ftaftW)n^iC^C*t 
j'ai, toute réduftion feîte, fir'cn me rtppelaijt^cjtjc T^=â 

158L B^s èxprellions trouvées au Sinus & Cofinus de 

tf 4* iK„§.,i54, rjç conclus que fl. <7 =b jlaurai 

à9a'=^' 3S<»C<» & Catf = C'a — S»«; ou. à 

caufe'^ufeVto ^ i •— ,C^«;.j*ai Ca*? si aOtf — il 

/ i59^.Sâic /uppo^-stf = 2^ ». alofs réquation Cs4r 

fcs- e» — . S^4r detitedta C f» » C* f - S? f ; <3oa6 

C»« *=- i" — aS»",'&^ar-conféqûent>^= î=^. 

160» lyiêmfr Àq^poÇtion de 2<7 = m, Téquadon Saa 

{= aS/iCii fe dttngèrftèir€ené>'crSm crsI^^C -s 



aS- 



161. Pufat^ S« =*. îi^^C^ ,. aii^ .que noos 
vesemde Irvoè $• t€é> âVeafi^cqu'eq; «.jtaaquD «utre 
arc « ^ i», on aura S»» 4" S^« '=^ a (s~ C~ 1 

X I );or i ==> j'4^ oj == s^;^ + êj,- é#aç 



4«-| et' ) ( «• 5 + *='S -ife ■ * ( *! ; ;c|* 

«^çaoi^lgtiqlis des .§.. .154 , /ig^ t ce .qai eft renferâi^ 
ëaas les deiiî pferaiâ^s pafantW^ eft = S^(- '■+• J ), 
^ cb.iijîttêfbreiâeràié Àâeies^ià fecbndésimraptâé^ 

^ t62/$^tihmfit touibiiR leiMiqtf diodé de è&ièul; fiWB 

?en eondui que ttn ^+ C<r =t= C* j - S* J + 

/u • ■ •■. A rj '•• •'' "< ••, 2 o — v-::i 



» (f O ^' a. -$' 1= à V ( tèulfiplîaût C» ~ V. i^ar ■ S* * 

15^1 ^'a,.5v| .5f,rf r-'> Ç-f Sr .f,-==a(C' .^ 

Xf 1 —S* ^ S' j ) ;'^ nfa» .pmsque'' généralement 
A* — B' = (A ^ B) X CA + B:^» Po^s aurons 
^ +,C« 5t. a (c ;x4 -:. & ^ S 2-\ X (C ^ 

C* Ht'TS ^S-j-)r6r^la qÛMdtéqui'eft'renferméô 

dans les deux premières paranthéfes eft = C^^> ^ T ? )( 
S^JS^ ^ celto-qu^ftiienfrnnâd dans les debk derniè- 
res paiapthéfcseft==C/^-^^^) 5. 155; donc C«i + 

^ 164* Eti fuivanc, Monfieur, le mimé raifosnetbent 
détwwîftwtîf, ^us îîouvcj:çz .gue .Çi» — G» = aS 

""H faiit fe rendi^Tbîetl fiinîgercs Cffs redoflîons ,. qôe 
Qoas emploiroQs très A)}i>^t dans la trigonométrie fphé: 
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I 

Hqtfe & dtfisift réiUiicioû de^ pcobièâies de BaVigo**aftr9- 

165, En tout triangle reaùixne. reâangle abd C%» 
i.}, fi de Tangle droit b fabaii&i fur rbypoihénufe ao 
la perpendiculaire BC^'cette denijère fyu égale au produjc 
dès deux côtés qui forment Tangfe droit , divifé par Tby • 

.pothéâufe; c*eftrà*dire que fi oufait^a.s a^ bo fz i, 

AD = /, Bc = rf, on aura d = ^'. 

En effet foit le fegment ac ,== c & par*conféqyentle 
fegment cd =1 f — c\ noua aurons les deui prop«- 
tions continues ^,ci ^ : / ( *) & 7^ ^f — ^\k*fj 

donc e :=zy^^ f — ^= -4-;niâi8*c:i:/-r(t3î 
i conféquemment if = c (/— ^) = j X y — ^$ 

ioncd= 'J. : ' ' 

166. La première équation S =? CT da §. i5<j, 
xnife ^ proportion^ me donne i:T:?C:S ; mais verno^ 
quons que relativement au triangle reâangle formé par 
le rtyon qui pafle par Textrémîté iiipérieure dé Tare en 
queilion, le Sinus de ce même arc & le rayon moins fe 
Sinus verfe» ou ce qui eft égal^ 1& Cofinus de notreaac; 
l eft le rayon , T eft la tangente de l'angle forqié au 



(*) Cette proportion & la ruîTante provÎQcnent. de la compv 
taifon des deux (fiani^ea ^(iiU acà; b<;i> iirec le lotal «âi9 
qui eft évidemmçot femblable aux deux premiers. . , ^ 

<t} PaisqûeleA deux triitigles reâangk^ boa» bc» font ttmh 
blablea au toul abd, ils le font par-eonféqucnc auffi encre ei»i 
4oDÇy par leur compaxairon , on trouvju:^ ^uo la pqrpendicalaisl 
jj^fftmoyiennçpropoîtionQeUe emr^jei deiircOtar4 àt^^ ^^ 



«tràere C t(l le c^ë âe^rim^^^^ i P^f^ 

aigu en queltion, & S e(î le côté oppofé à ce mêtne'âA- 

• ^d ; dooc , ' d»^ /#»|iiirÎ4il9i^& rè&il^n^ feUaligfe^ U 

^rapH efi' à lu tàngénii fun di$ angles 4igus^ v âémme ^h 

tôtéd^ VangU dré$i ïïdj^ent à cet mgh eft a^ côté^ ^H 

i < -Hi/.'Dont^ms:lé triangle ireétiHgri^ r^âanglé A^b 

(fig. !•)• j'ai I^^à;^^^^> &;^i vTDAré^ de ces 
deux proporrioils je lîre'lesvhmc équations fùîvahtes f, 

m^^'^.^ , .-.._. .„, 

Ue çes^huît équ^itians îl eft vifible qu'il n'y en a que 
^x qui peuvent fervir à la folutîon des triahgle^JTôftiliçn^s 
yedlangles^ c'eft-à-dire à trouver là valeur d'un des angles 
fpïg^Si orf d'Unies- profe c^tés qiftnAèn copnoit Aeujç de 
.ffis dniq «hofts V caE 1% qosa^tfième: ôcilraicième^ équadosi 
•Beâoonenc qui&larvalwr dePunio^- > T. ^ ; 
j ' lé^é PflrififCQmpâraifiim desr deux expfeSions de 10 SLb 
dtunÇi^tteceUe d« IHimH^ prijès dans les buk équations «du 
jpfltfigrapfae pr^éédeûl^ ?c^ obtiendra; e^^ aittrieis 

^^uations dont les deux premières ^^ ' =^ & T d &; 

PTa fc= ijrj nous mèneront également aux XI^^ âç 
JMVf ^^u^fpona <le S( I5<3ti cv «n diviâitk les d«u]( «oira)' 
feres'^Upwnwèr^ pair è» <?b a wr- '^'~ip. ; m?!? TA 



M At ÔÉ'M^Àfr^ U E S- t$t 

le moyen, die h &conde écioaticm^ que. Ta; =â. ^tâ* 

l^ais par la comparaifon des deux exprçflions de runicé. 
prifes dans les équations IV & VlU, j^obciens celle-ci 

^—^ = ^^; de laquelle je lire les fix analogies fut- , 

\^. En tf^f triangle riStUgne re&mtgU^\ Je$. 
tangentes iet angles font ^porpmiênnelles attx q^arrét 
des c4té5^'qppofés à tes angùs. Car en chailimc de notre 
équation les dMpniiiiateuts , ^ous avoDs^ cdle^çi Ta^ 
X ^^ == Tj3l X ** qui mife en proportion me donne 
TA i Tn:: b't^i . — ^ ... 

ù?. En $ov^ triangle re&U^pe reSangle iajmme 
4e la. tangente. & cetangMte d'un êtes apg/es aigus 
ffti à la cçtfMgent0 Ju tnême a^tgh^ çomtneje^yué^é de 
rrhyjfioth^u/k^/l'/ffé guarrid^ ^té de ranglfijroitadja^ 
cent à Pangièj ifigu en qt^efthn. Cv TP ^ Oaj 
^i$^ç Ta.:X^A :: é^:V^ & conféqpemment, Ta '+ 
Oa : Oa : ;;,** +,^^; a\Vfim *' + ^ ;= /Sdonc 

3^ En ttut triangle re&Migpe re&angU Je que^ 
^nt de liaTtan&sMe/piun des angles aigas Jivi^par 
fit mangfifite ^Ji égal Ace fui du quai^réd^ ç6té o^pofé dPr 
vifépar M côté -de P angle drm adjacent k ^angkaigu. 
Ce qui fe ^4^ facilement^de h proportioiir.srouv^ ci* 
iJeffus Xavî.Pa.:: è* la* qui roUè ea équaioii me 

*»«5^=S- '••• • ■ '''^ ■ 

,.4«' En jm triangh re&iSgne.reaMgft^ksj«t^ 
gentes des angles aigut font en raifon' inverfe det 
gurrréf des cités qui leurs (ont ofp^és} ce qui. fe é^i^nit 
.^ la première cèijfîiyfiôû , ,50 î^OUs fouvsenaçitj^ûe h» 

çomgientta $.15^, 

^4 



5^» J?» Sauf triangle redtilignt reStangte , ta 
fimime àg la^tangenfe &'cùtmgeme JCnn^d^ akgles ai^^ 
'^us ep à fa tangente du même ang^le^ comme, le quarr^ 
Je tnypothénufe çft at{ ^quatre dû cïté o^pofé;Qt qui {^ 
démoncte' tomme ]& féconde analogie. -^ 

» <îo. l^n : tqyt frianglff: r^QiUgne r0an^é\ Je quo^: 
fient de la cotangente â^un ^des angles aigut^* divifé par- 
la tangente eft égal à celui du quarré du côté de Van^ar 
droit agacent è cet:mgk\dii^ifi'par le quarré du côté 
9ppofé f ce qu'on trûuv€a:i^ , iilffiraenjc en. rcftverfatu lea 
fraétioet» qui formenc les deuix.n)^n>bsei de l^àquaiion &% 
«alà qui [nous a démoncié Xz'^^ analogîev ■ ' 

il^.Xa fecorideéquitîôH S = ^ '<Juj^. ïfjomîjfe e^ 

ffôpoVtirtïntedonHe; %\tii ^ * T; rtiafe i^tethrem^nc 
iù triatîgfe fèailfgné rèéteiî|ïc fortné par le rayons *» 
fttngenlfe^&^k fecaote d'alth^afc , i eft le rayon, S eft 
le Steus de t^gle aigu ft)lrmè au ^c^ntre,, S* eft^ Fhypo- 
fhéhù'fe du trian^ refla^ide-eii quèftlon i^ & T eft le côcô 
dé éeTtrlSftgte oppofé à l'angle aigu formé au cefatâre. 
D6nc5'^-ît?«l' fniangle^^yéSilÏÏgke peÛankU le ràyen èjt 
^rhypothenufe^ comme lé Stnits. d'un As- akjgk/aigui 
^au côtèfippûféà cérângh.^ '' ^ * " "'> 

\;i<x. Àînfl ààm te triangle reftiKgne rcëlÉigle A a-b 
^fig. 1 ) ■ j^al 1 î / ; î S A i bii Sd y a^^ d<Hic - en^ 
côte Sa >-Sfl^ : J * ^«^ ieèi^ trois proportions rae dé* 

¥e&0i^k^ks'^Sin&^klé&:^^^^ ppiçpdttioHnèls^^^HéOi 

côtés qui kur font oj^pvfés (*^. 

*'• ' > " 

^ •' t\;. .'^A;' ;% 1 . . ".u *.'\ - . ;♦ ..a*.. '.■ .. ?*^ 

i C'^X^U^^Cfe 'aoRdW^^ feiiayoD, oif »ft le $îni|s cte 
rangle droit.; d^n^ leis^ dcuç, préi^ères ftoçprtioiMî démot|\rçû| 



M iÉ^mÛ\M'A:T'l <Ht^E S. i^ 
e:ï9 Ttl^j Pf'cedt^cEote jtfOfximoBs JeptUe les doww 'i%itt? 

9 ,•■■«0 ,'^-' -*» v«i« tfx -^ ^ On * ♦ 



Sd 

y W« ^ -f .. . - - . 



Siy ==5î VIII.v/ =/SDi IX, Sa = *-§^; X, 



f =^ = aTK U tf Oo;' xi, So = ^5 






t ' 



XII, tf :=s fê?i=*TD = *C*A; - . : J 

De ces douze équations iî eft vîfiblè que pour h ré- 
fplution des problêmes de la trigonomème j-eélîligite 
reélangle, il faut rejeuer les équations I& V parce qq*èlr 
tes bé ncms donnent que les expreflîons de Tunité , & le» 
quatre dermères , parce qu^elles fuppofent lacorinoUTance à^ 
tfois chofes dans le triangle reéhngle , buire Tangld 
^oît (•). Mais les 'fix qui r^ent avec ks fix adntiflh- 
blés du $. 167, fuffifent pour réfoudre tous les cas po^ 
l>le$, ainfi qu'il eft aifé da s'en convaincre (f)* 

Le^ douze équations cî-defTus, à caufe <ks doubles ex« 
^>çffîQn» ()|t l^OMé^ «^ i^ & /ppurroienc m'en donuiqr 



' Hf*) Quand je'BhPqae de ces 12 éqaatîoïis il faut en i%}eitêt 
(]$ dans lesquelles font co^^Rprifi^s les X"" & XII""» je ne parle pat 
'dés^qâa^é niprpléttebtëite^'à te$ deux là » qiii font les mêmes que 
Ve IIV & VIP du f . 167. 

• . (t)'ïe ne^ntïe pâà de tablés pour !» rétofutlan de toos ïeir 
cas poffibles delà trigonométrie re6):iligne redangie, parce qu'en 
jTé rendant familles les aâaiqgie^ des 5.^46(5 & i69» on pour» 
^ottjours , conoolir^c diui^cboferdir trfan^lc , obtenir, lantteià[ 
4>{De des trois autres* .• 

-IC5 .-•-■. '--^ 



ffatixe auprès» âs^ qoi ne me ccrii4iiiroiëifc qâli une: des) 
|S prenaièresi 

. i72i. En Jtut triangle te^igne reStangle là fùmme ^ 
èi la déférence du Sintfsau Cofinus itmdes angles aigus 
^légifle au cSi^ 0p§oji à cet angle plus . ou-momt k çâiâ 
de rahgle droit adjacent à F angle en queftion^ le tout 
dmfé$arrhypothéntélèy c'eft-à-dire.quefi on opéi» povif 

TangleD par exemple, on aura S d + Cd = ^ "^ — 

^TTv» .*'.', -i^ **/l-^ ^ 

^ EnefFettf:Sp::*:Co, §.170, donc tf+ & :'Sd -f. 

Cd : : ^ : Sp; mr&:a : Sd xi fi iVS- i?o* 4ônc 
^ 4; * 2 Sd + Cd : : /: i, 6; çonféquemment Sa 

î: 173. jE« fwr triangle reBUigm reSangle^ lape^f 
penàicalaire .ajniifée de Fatale droit ftfrfkfpùthénzifè 
efi égale à la mmié de rhypothénufe mains le quarr4 d4 
la^érence des deux autres cé^ divifée par le double 4t 
tihypothénu/e. / 

... ^tï-effeV /» := à' ,4- k', 4phç f = ^-^ ; pr fans 

Wétèr tette équation je pui» récrire m& qnH Mt ( A> 

f-^J^. .4- — ^ — f ~ ■ i mais ainfi q ue no gy 

«•ffioas déraonjri 5, 1 65, </ = ^ ; donc ^4^=^ 9 </* 

, «le^t dans iVquatipn CAJà la pfoce da- fkceâùer 

^J- Si walepriîOsif, toqu» aurop» / == i^^^ ,-f 



^gfie re&angle'qùi renferme'' t angle droU , e^' égal 

au -produit Je Vautrç multiplié par la perpendiculaire 

^^abaijff'^e de V angle' droU fur rK^hthhïùfe^ Tnîfi^'fctrlU 

^racit^ê quarréê de la différence, du ^u^rré de l'angle drwx 

^^iu ^uarré de la perperijtmlaire. ^ -, 

''- ' Èrnmettaàt^dans l'équation ^ = Ç — ^(^'^|t^ 

Jç^'-clénoiïiipafiçttrs &. réduîftcts jtai ^ K^* + :K^^Ph 

cciHarranc cettç é^uâl^onv J*^ <«*^ ^r» >*^' == '<C*4 "^^ 

ïa^uelle je tire, èg^aleifrietîç ifV^mm. ^V* = ri** & 

•4?^ ft^— ' b* ^'t=z àf^lf } ^ or la' première rhe àoMl^ 

jlf* 3^ 'r^zr^y & H> féconde me4oane b' « ^ff^^^ 
f 'premnOes^ racines quarrées de^ces deux' équations / jli 

r'"ifA. PRO^BLE>iE." N^étànt cônhu ^nà te trîâiiglte 
jfcaan^le abd qke rbjrpotibéwfç /î '4iirh rj»eipeij4if BteJne 
éfy trouver les autres dîmenfions du triangle propofé? 
i :NôiàfavôOi qûe/:u+i ::.a: ^ii'^2 ^-*/(* Jî 

'^ * * I l I • ^ I , ' ' — — - ' I " ^ ' " ' " ' ' f 

ft -i:,. . ^ • .'.: :':? l'j ; :.., .. : ..^ . 1 cj vV • r - ; ; 

Ç*) Cette proportion eft fondée fur le théorème ftifvéit'9è- 

' %D0âtré dÂis les èUvragès ëlément«îi'éirife Ae^^^oMtîques; .en^tov$ 

^fimf^ ireQmgiu, fi^tm dts angles ôH àbaiffk une perpendictUaife fur 

^944^. eu fut U^ffoitmgefafitfi ilumel Umbe;hpfrpcadicul(^e^Él^^^,la 
, Mfi>me dçs. dfut comme l(k 'différence de mx^fM-^M 



( 



:ï^ / O. P V IS C V\U 1^ 5^. 1 

; donc te — / :=z - * prenant dans , cette clèrnièitf 

équation 1^ valeur du fc^enc r , j'ai r = y' ; 

maïs Tautre fegment eft*/ — c; donc f — c x=z f — 

oo, effe£toant-la multiplication f cfiafTant le déoormiuB- 
teuTf chaogeant leâ fignés & ordont^ant par rapport à la 
lettre /»; j'ai a^ ^ «.£X=:^-^ >* — 4 /* ^ 
donc ^ = ^^4- K/* - 4'/*rf', & « = f/ (â- 

+ K/' - /' <<';; «nw» f = ^* + *'; donc-me^- 
tanc dans cette dernière équation la valeur que nous ye- 
«ions de trouver )i ii* ,: nous auroiM f* :z= j^.y l^ 
yCf*— 4 fd'). Prenant la valeur de ** , j'ai h' == 

^Mettam dans la valeur déjà trouvée de a celle-dde** 
nous aurons en rédoifant a zn y { ^ ~^^^ ^^ \ 

.Telles font y Monfieur^,. Jes valeurs des adeux côtés .qui 

renferment l'angle droit dans un triangle r e^ligne reélan* 

.giedonton ne connoit que rhypochénufe & la peipcm- 

diculaire abaiflèe de Tangle droit ; ce cas n'avoit pas en- 

çorp été réfolu. .. .. > 

4, Cependant noua conviendrons que pour la fokidoa 

^rfakede ce problème^ il faut Une condition de plua^ue 

ceHes cfe coniKiitfe / & d; cVft qu'il faut encoie lavoir ' 

ieou^I èft le plus grand des côtés de Tangle droit; car fi 

''|eTu{ypo& \i fommétB du g:lan||ç re<5tàngle ïh^bp 4^^ 



\ 



It r&iae^ p<»BC N.dç h clrGOoféreiice„çin:eiiraite , & k 

lEgiar dahncrdtt Ipôlncnk que oMIt du p6int b ati poln^ 

p.^.' alors te triangle, feaanglfi 4M|> auroit éyideimçeoi 

tÂtéluuueiir «'<;;% à celle frc 4u;piéiniec triaagleiec- 

fer^ëôCparfàléemêfflt.i^œti quoï5qe,le8,.<Atés hd^.ma 
roîJatt.^rin?er(ft^iuc «i o6té/i in, ba,^ donc àms la 

ïplimçn du prol'làiç^rPI^^^^J^^^'}^ ^°"'' f' ^^ 
peùtjètte BC p4^;f t]éni.edeuèminep^.4 1^ côcé j^e; 
£' nbnvne a e&lefh^ grand, ou ^e ©1^ pptit des dèox à 
<^ A iw forment, l'angle droit dans le tnfngle propofé; 

dûÎMi-ilfautiç favoir.^éj^ , i , " 

.;; f;^6. Pour ftii5e.i|ne ^ppHcatioi» ^es fppnules géijérales 

du-J/Vécédent, foit rappofé què'/s: io, </ = ^} 

<t^ qu'on ftît que ^ > * , on demande lés yalenri de a 
&*?■'■> • • • . , ■• 

^\pa intiroduifai^t les valfîurs de ;/. &; d dans les for- 
îniUes des exp iig/Hons dg a ^ b S'.^îS'y j*ai < * ^ 

î7/. On /6i^t'^ditë¥ ordre, MonfiCTir, qned*ttpirê$ 




ne côimbiOànt ijoe fo ^Ijerpendiailaire en conclure lerdi- 
menfioos du triangle propofé ; car dans les exprefOons géné> 
fskfr d e ^ &t ^y^^-^ -n' c a a f cd*«itics quan t it és UcéNks» 
que 4 & /> donc en les introduifant dans réqttadoii 

, . ,. .> • ' ah 



1 







l*cyanbiitVôi?titV'ô^ tedent îdèpHciuëî ; ou vani' etl 
friiwërîezHin^tîttl né tm« doniierblt la valeur de J^cyu'^iîN 
tant /jue ceUe-eî ^eft Rouble dç la hautfeirf. â & qète {làt^ 
éÔffl&quent les'c&tëâ H (& ^ -fbni egatix^'ifetcç' équaHôA fe 
tr^vtr^eif cbçfchancjle^ valepr^,4^ a fc ^ .par Içon^yen 

d^e Ijéq^gtipu ^^[=^ .^..j;. J^5^'Jel^fuite^metEaptc^^ 

velles expréCigns 4^9 depx côtés dan?^ Téquat^on /* ié^ d* 
if^'i^''; 'o6'*pa'ry;1eilt ^ôr^ dé ïonggcàteufe'àia fîtiàlç /•-^^ 
g^*./^ + ic^'d^n-^ i6rf^t=ît)i q[ai ^atit réfohjé 
iTat^ Aétfeoâêyh tçpifièîaej'dè^i:SitE^ jafc-fesêeA «ix 
rticînes dent troîsr négatives ique je rejette, & trois jtofi- 
tivtea dont CqT«dq«€dSaJiNl^.vaJenï j^e i^X^ei» feront 
f^IeVenn^lIéî , m^'s telles queneijrlmftiëflront. dan^ ïei 
valeurs de ^ & * rendroient celles-ci imaginaires^ ^4 
^|ipr,3c;^féqjafijtauffi r^efterîi^ xIoûc 

g^'^ç,jq^V.acçi)era A.>^ une ,va%i:, tcœwrs doijb^ô. .4? 
ççjlft4p la, pOTçpdlf plaire ^î'^nfK! nranive^cepçj^^ 
jm^jQÛ^njî,/ §rt,.==.aul:ayoq du^g^cleiiçïrcçnfçriL;-;^^ 
.;^L inflgpifi49jQ foJiatiôp de. cpi prô^lê^ p>ft, tg^ç jcjuç 

•:.;• .'■. ; .. ' :'-.': ' > 'i' ^ ■--■ ■ V ^^ ': "'^ ■ " '■ ••''• •' ^i^oi];!;>:îr 

iiQÏ:':ii[.l . . ::'■•■ ji\'-l.i- r [ i -'-■''' ^ -. - «♦ .- i> 
I*) Qjjanr à,i il eft clair quWoe peut troiJverXa valeur pat 
tenèSe/, cai^rhypofhéndfereffant tôojoorgla^mtmi^j IsflîéifeiiJ 
d peut augmenter ou diminuer à chaqu'inftant. 



•M Asr » i M AT a^TJds i k» 

Veâan^AMD eft parfiûtetnait.isaî^ «dai ab«; 4(^ 
la-poipni&ulûcaaii éÉnt la .aéne UlniB le» deux ca^ de 

y '^"^ftfi'réCvïia^^^ dont, k l€Ùl.?g«nt écok .j 

irditêtfeiBo^>iWi»tëù* pofflfelé^'; (Teft-à-dirè qu'oii 

--'••'SWi fflrt»® î»r.'^!«)à(ple' qùé" rf ^ a i alors 'nbtr4 

== o; mt^tipliant mt^ dem%e par la" jrogréffion anth* 
ïÀ«l«ûfc ^ 15 '* '4. •• ? *- ' o.-Bctftvïftnt le priâÔuit 

aoné Jfe trfàs gpiiitf 'tôrtïtitan- diWftfôi^'TivtC' h preœfèW 

fi &c. (♦), çft^/^'~ 8idof«rIrâiàfea'Iesq\iatti 

ftdfi^ 4- K^ r4- ^* égalés- dfc dieux en dedc ijû'tt 
Hut'feF"^ 'ISt^fl^&î.les déux=+' V'i'^S' = ï' A 
ào«-ne?teBM»t'q»e4-y«fia\»> «ttusatfcfcns /*•=%€* 
W-conféqûent/= a</. ,...„- 

.1.78. £0 mtitf^gUfeBil^^'M:.Sms.:^i Mgfu^ 

Ymi propirtltmeU aux' côtés qui leur font oppoffi, 
».£»«fler foit c^confcrifrup çercle^à un triangle qoelcpti-j 
iue;':ir efTcfeOi^^àf Aaci» deà frois côtés fouteii* nnt* 
for Ie<mel<ft#ppuyéi:angleOTpofé daps le triangle; or 
£ï^coMe%V2o«ijleAur^eriaHn«lrié dtifa» 
qu'a foutend, & cette moifié d*arc eft la méfore de Tan- 






> 



' .(:t)«Sr OU înOîôAltihr valeur l^ft do / aaw «i foAmleà 
àénéfdle^ cxpidE©» de ,c^ae» de • <l A S* 175 y o^ 'W'* 

|b0I (outet deqx lina{li»Ires* 



t((t .•!! ©ip .;u S' e w à ï f a m 

♦ • 

§)6\les(Ott3; doncf ôcc.- -i» Mir :x[ iia î.v-.\ ;^i::,'ij:: . /• 

une (impie forjnqle yne d^s^pa^des inconnpes da maiigie 
lorB^ti^ coniiôît cteui'àïiglei'S ttii 'eÔKV^oo ridlreîfe î 
poutYÙ qu'il Ji aîjdaœjes 4Qm^%Am Vi^'PPP9#:, à.mai 
côté; maîsdansc(Ki^^?ii|trefi:€^§99 pk^J4«fl«\^«ttêh€ii^7 
|:e parvenu à 1^ folucioù q^^en ^fi^lpy^m j^fieur^ fif^?au- 
léspQur chacimJe\a^çàrtfcuUéfVn^i,bV»y^ .'iç^ 
iréâiîre.à. une feulp..,,,. ]\ i, ;,,,^3,. ; ; ., : 
. i7p. PiojBJuME*/, Éxant don^é dai» le jcrianglo 
feftflîgne oblî^iiaglè , a b.d ( fig^ ^.^Ttl^.vt^lejarç des troS* 
iè'fiés ^» ^9 ^> -^^9^^?^ celles dcis^ngles aigus j^ & si 
par des fpnnulesvdire^es dé (blutions ?.^ T . ^ 

•. Sî de ranglV a\j>baîflè' fur le jçôtë go^pfé A^: la 
perpendicubire j»p^ albhj^tilapropwtion ^ * ^ îf" .^ 

* '•' *' * "jL- a* -—'«I* *^ " À 

Il a ^ m : AJ?.>-r.,B© r5;.rt»t-«*--Ç dODC. AB::=S2 5 

lil «Lrii2.' »\ *l±Jîl-JÇ! ^ méîr îàès -le tfiSnglc 



2 ai 



^ ^«» le ttferîglé^tcâingie ^Wù} ohr^a' Ci^ «*-^> 

^Igli^^a. — JL±^l^=-2\ tfeft-ce^'41 fallak «rou- 

ver. 

'. i%dé QmaA Tnélne^là t^^tpendiclifatre abaiflle'ti^o 
des* abgles tbnibepolt en^hors du triangle, les formto 
U$ de folutîonç - reftéroient . telles "que -nous les «avons 
trouvées dans: le psu^gbphe précédent $ car fuppofonâ 

\'. r:. i t: :^..l . ■': - çif • 
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ïjttô le maisglb propofé a 6b ayampoutbafe àb^ j'abais^ 
le" du point D fur le prolongement bs de la bafe , la pec- 
4>etidfqaiaire dt; alors j'ai la proportion à : h ■•{' m : z 
^ m : à -^ ^P Ccïi appéiUtit p la patrtîe bt du 

]^r(ilôfigèméntdélâbafe Àé); cloôc » +2j!> = - — j^^ 

& p c=.l ^-^ i mais AT 3; tf. + pi donc 

i^T = £l3l.^lJIl^ ^ ot:;, iJans le triangle reâianglè 

-AtbVjWA = f -' f2dl±~IJ2:,> qtti q«IeA 

la même fornmle.de folution qàe celle trouvée §i 178.^ 
' ' 181. Si c'eft Tangle obcus B, dont on veut avoir Tex- 
|)reffiott générale de la valeur; alore par la ccnftra<aioa 
précèdeïue S»iï*®> i'*U comme nous l'avons démontré 

dans le mémeparagniphe, p == ---^^S"""^ : mais dans 

letriangîèteaàngle è'tD, hôùs avotifs SbUt tH ^^\ oi 
Sbdt =5? Gtèd F2 Ca4d î donc mettant pour^ ft 
Valeur , nous àufons Cabd = 7— ^^ ^ fîT ^ 

.182. Vous remarquerez i Mottfieuri i^- qub cette eic^ 
prefflon-dû Côfinus de l'angle obtus b ne peut être néga- 
tive; car il eft évidctit que b* > Qrn + à''): en tfijc 
n fur la ligne at, &au point b^ j'élé/e la pcrpendici^- 
jaire qb, j'ai le triangle redanglé àbq dans lequel 
ÀQ* =f= Ab' + î^q': itiaî^ Il ligne 8q quoique < que 
Bd\ fe rapproche davantage de cette dernière, que aQ 
de ad; car fi du point b comme centj-e, & d'un rayoa 
t= ^Q, je décris le petit arc îQfJ , celui-ci fcoupera le côté 
liO dans uii point 'f^ qui déterminera la'différ^nce ro dS 
•BDà ô (Jî ot cette diflTétenec eft rtipins gflhde 4ùê 

I i 
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celle QD de AD à aq; car dans le triangle Qrs> il eft 
vifible que l'angle r eft > que l'angle q ; ce jH-emier 
étant > que Tangue droit qxd, donc qd > Dr; d'oùil 
réfulte que ad"* > rS' -f- ^'** 

183. 2^^ Que fi fàn» autres c(Xinoiiï|nces antérieure!? 
que celle des trois côtes ^ Tangle b qu'on a cru obtus 
n'étoit que droit, ou même aigu; ce à quoi onpeutaifé- 
inent fe tromper dans un grand terrain où on dl fans 
graphoniétre, & où on ne fait' que mefurer les trois côtés 
du triangle ; alors l'erreur ferait tout de fuite Corrigée par 
la formule même de folution , qui fe réduiroit à zéro! fî 
l'angle b étoit droit ; car alors b feroît Thypothénufe 
d'un triangle reftangle dont les deux autres côtés fe- 
roîent a &l m\ donc b^ — (a^ ^ m^) = o; fit 
fi l'angle b étoit aigu, alors la formule de folution de- 
viendroit négative, puisqu'évidemment dans ce cas-là, le 
côté bd étant en dedans de bq, on auroît ad* < Aft^ 

•— b^ — • w* -4- tf* ^ 

+ BD*, donc ■ '^ feroit négatif. 



184- Des trois formules que nous avoi^ obtenues dans 
les §. i'^9 & 181, nous pouvons en déduire celles qui 
fervent à la folution de tous les cas poffifales de la trigo- 
nométrie reftiligne obliquangle ; en prélevant les cas 
mentionnés au 5. 178 , & dont les formules de folutions 
font encore plus fimples* 

De la première formule I, Ca == ^LdL^LrLJS! .fe 

tirelestroisfui^ tes; II ^u—bC a +yllF^^V+FÔ^ 
= bCA j- y m' — b^su çTy^ m, ^ - aCA 



it ^ Sjîf''"!^''^ =.5 - ^^^* î- ^51, nous aurons b^C'i 
s::^»».— ip»S -A,apar-conféqiientm* — i'-J-^aça^ =z m' b'S^A' 

il en cft de même pour Içs formules JII, VI, VII X & XI. ' 



MÀÎ HÉM AT IQ UfîS* 1^3 

de là féconde foimule, V, Ci» = iL±J^^^,jetl~ 

te les trois Vl, à == ih Co -j-K^ "— >»*&'d; VU, 
O = »Cb^+ K"^> — *'S*d; VIII, 4 == 
^ *' 4. m* -^llrmCsi. D» lA ttoidème fofmolé 
IX, C6 s= ^* "^ ^'^'^ '"'^ , jfe tfre les trois fttivahtes* 

4- //> -fl*S*B; XII» * =k ^tf^ + i»'+a<»/«CB* 
Vous reflMtr(|iierez» Monfieur» que ces trois dernières 
C>rioUle8 qui ibnt formées dVi^s l'Iiypothéfe de fi obtus ^ 
be différetit de 6t qU^elles feroient ii cet aiigle fi étoiè 
tûgu^ qu^et) ce que tous les termet aflfeâés de la première 
puisfdoce de Ci ont un Àgiie contraire k celui qu'ils 
avoienc dat^s l*liypo*éfe de fi aigu. 

tSs- Ainfi, MonCeuT) cOnpoiflàni d4i^ ÛÛ tHdiiglé 
ireftiligne obliquângle uh atigle & deux côtés quelcôh- 
ques» nous fommes toujours en état de trouver lâutfô' 
côté par uns feule formule i voyons àpréfent de foumet- . 
oe aux inéQies loiit l'ek^reÉon des deux Autres aiigles^ 
Soit fûppofé éonao Taigte A» & les deux côtés d & «| 

îe fais que Sd == *>^;, txiâis^l*équâtibiilV^. 184* 
J'ai, m =± f/i^ -\-b^^ nabLAi d(Jn<*i XlIIi ètà == 
yla' + t^^ ^„i^^y Uàémohttetoisdcmème<iùc,pxàsf^ 

^ue SB = ^.raural,XÎV,gi=^ ^^ ^ ^S^^-^ t 

fedefoite^ëV, Sa = fçP^MrrtmCv) i ^^» 

Là 
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SB, = , .. . ^'^ i'" y. ■ ; XVII, Sa =s 
îXVIII,So = : 



1 86. Le figne négatif qui précède fous le radical dans 
les deux dernières formules, le terme affeâé du Cofînus de 
Tangle b , eft pour le cas où cet angle eft aigu,. & le figne 
poficif eft pour le cas où ce n^me angle eft obcus. 
C'eft une attention qu'il faudra avoir en fe fervant de 
mes formules pour la folution des triangles obliquantes. 

187. FaifonS) Monfieur, quelques applications de ces 
formules fur les exemples fuivants. 

Probi^bme L Ëtant connu dans le triangle oblî- 
quangle abd,> les trois côtés ^ = 71 , ^ == ^a, 
m = 32; trouver la valeur de Tangle a? 





#' = 


5041 






h' z= 


8464 






, a' + h' =z 


13505 






m' = 


1024 




#• 


+ **-«' = 


1S481 L. 


4,0952494 4- 




' ftak =: 


13054 L, 


4,116076a ■ — 






. diff. 


9,980173a, qui eft !• 


H' 


eof. de l'angle a 


= 170 10' 54". ' 


] 


88. Problème 


II. Ayant les mêmes données 


que 


i dans le problème précédent, 


trouver la valeur de^al^î 


gle 


obcus B? 








«• = 


5041 






m' = 


I034 






a, 4- w» = 


6065 






b' = 


8464 




k* • 


-(/+.«.0:^ 


: £399 Z. 


3,380030a + 




nam = 


4544 L' 


3' «^74383 — 



diff. J>,7«î>59i9 qui eft le 
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Ji^g. ccf. des?® 7' 59^"; mais puisque l'angle b eft obtus, 
on aura évidemment, angle b = i8o* — 58^ 7' 59" 

189. Problème lil. ConnoiflTant l'angle a = 170 
10' 54'', tf = 71 , iw = 32 ; trouver la valeur du cô- 

a = 5041 f . 317^^5^07 
- A = 17^ io'54" XS, 8,94090,17 
Som.ft-, 6434184 
*?g:* de tf'S*A= 440 
m' =1024 
fn'—a*S'A= '584 X 1,76^4128 Ji 1,3832064 
quîeftle7<^5.de|/(«»'-^'S» = 24,0. 

^=71 i^ i»85i«583 - ' 

A=i7<»io'54'' iC 9»9«®«73a j 

Som. 1, 8314315 £ de ^C A = 67,9^ 

Som. 9a 
donc^'= 92. 

190. Problème IV, Connoîflànt l'angle a =5 170 
10' 54", a = 71, è = 92 ; trouver la valeur de l'an- 
file ©? 

j A = 17** 10' 54" ZS 9 , 4704139 

a=.7X L 1, 8512583 

L a^K 153216722+"^ 

/f » = 5041 I 

h^ = 8464 < 

/i- + i- = 13505^ 

fti7J^s= 13064 L 4,116076a ^ 

A= 17° io'54"i.C 9,9801732 \ 

log* de 2 ^ Z» C A 4,0962494/^g* d e T 2480 j 

a^J^b^—aabCAZiz 1025 iZi,5o5Sl520— J 

• dîff. 9,8163102 
qHî éft le log. cof. de Tangle cherché d = 4o<» 57' 5 'l 
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Je vais, Monfieur, dans cecte lettre-ci, vous doMeï h 
Iblution purement analytique de tous les tringles fphéfh 
ques reftangles & fibliquangles ; fefpére que vous dô 
. vous plaindrez pas de la complication des figures qce 
j'emploiraîj- tout fera calcul; ç'eft un genre qui fatisftk 
^avantage refprit fans le fatiguer jutant, que 4e très lon- 
gues démopftrations lîtith|tiques appliquées à des figures 
îurchargées de lignes en tous fens, & dont rintelligence 
feule de la conftruftion eft déjà un travail pénible; toute 
ina théorie fera fondée fur deux propofitîons très çomm 
de la mgonoroétrie fphérique; mais dont je donnerai 
encore ici la démonftration, afin de rendre ma théorie 
complette: ce feront les deux feules finthéciques de tou- 
fe cette lettre, , 

191. En tùUt triangle fphérique reSangk k r^on 
^es fables éji au Sinus de nypothénufe , çmme le Sh 
Pfis d'un des 0f(fref (m^ks . elfi au Sfuus du c$té 
fui efi oppofé. 




(î donc p^ les points * <fc « je fais pa0èr un plan 
perpendiculaire far le rayon am delà fphére, & lig«« 
d'interfeftion des plans bam^ d^m; il eft clair que te 
lignes bf^ »/ feront perpendiculaires fur am; donç^ans 
le triangle reailîgne ^«/reftangle en «, i*angle kf^ 
XDéfurera Pinclinaifon relative de deux plans ham^ ^^^* 
pr dans le triangle reéliligne reôangle bnf nous aVOQS 
^ : ^/:: S/: bn §. 169; ou en mettant à la pfec« 
^e§ içraiw ^ui forment cette prcçortion , leurs valeurs 
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«è\ati^«s au triangle fphérique en queftion, nous aurons^ 
1 : Sab \v Sa i Sbd^ c'eftce qu'il falloît démontrer. 
192. En tout triangle fphérique rectangle , le 
rayon eft au Sinus d'un des côtés de r angle droite com- 
me la tangente de Pangle adjacent à ce côté eft à la 
tangente du côté qui lui eft oppofé. 

Si dans le triangle Ipt^rique bda reftangle en d 
(fig. 4. J , je tire du point d au centre m le rayon dm^ 
qui fera dans le plan dam; & que du point d j'eléve la 
peipendiculaire dn fur dm i il eft évident que la pre- 
mière de ces deux lignes fera tangente à l'arc bdj puis- 
que celui-ci eft auffî perpendiculaire fur le plan dam^ 
éc que la ligne d'interfeélion dm des plans des arcs db^ 
da eft également rayon de Tun & de Taun-e ; donc fi du 
point d fabaiflè furie rayon ^^ la perpendiculaire df^ 
& qne du point / j'elévé la ligne fbn prolongée jus'qu'à 
ce qu'elle rencontre la tangente rf»; il eft clair que dans 
le triangle reftangle »///, Tangle dfn ferîi égal à l'angle 
fphérique bad; dfférvL le Sinus de Tare ad ^ & dn h 
tangente de Tare db ; mais dans le triangle redliligne 
wétengle n df nous avons la proportion i : dfi : T dfn : dn\ 
donc donnant \ chacun de ces termes leur valeurs réiati* 
ves au triangle fphériqae rectangle. ^i^ » nous aurons 
la proportion, \ iSad 11 ^a i Tbdi c*eft ce qu'il 
Êlloit démontren . 

195. Des deux proportions que nous avons obtenues 
^4^8 les deux paragraphes précédents,, nous en conclue^ 
rons que dans le triangle fphérique reftangle adb ( fîg. 5) » 
coui^auroiK les quatre proporrions fuîvantes. ; 

1, Si : Sn :î i : Sw, III, T* : T« :: i : S/>, 
II, Sa : Sp : : 1' iSm; IV ^ Ta : Tp :: i : Sn; 

i94«.PR05LpMe L. Eiant donné d»ps le triangle 
fphérîq^e ieiftangle adb les côtés m &, ft trouver les 

»oi» anw* diffleniiôas J, p, a^ 

L 4 
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, !•• Solutien^ de la première propordon du $. 193, |s 






: 2°»« ^f^/i^f*^», de Jatroîfièmci proportion je tire S^=ç,jr^j 

mais T* = y (♦), & Cb 2= Kl ~ 5'>; ^di^ 

plus par la première folution y S^ == ^ ; . donc 

S^ 25; il — _ r ; maïs Cpzny imm S^pi don« 

Ci> = y (C^gjnS;^ -f S^J^j . or nous favons quç^ 
C« 4. S*/i = i; donc Cp ^. K(- ' çj''^ ) «^ 

3^* 5/?/w/M«ria féconde proportion îne donne &«:;= ^; 
fîiettant dans cetxe équation lavakurque pous avons trou- 
vée çi-defFus à Sp , nou3 aurons S0 ^ y ^c^^^r)> 

prenant la raQinequarjféedudénqminatçw^faifant attecidoiî 



(*) Je préviens le feftettr quHl ckrit a^orr fans ceffe préfene 
èrerprlt les équations des paragràp6ès.i5o, 151 & 15*; pariit 
que à chaquçiaftam nous e& ferons ufagç 4sf^ te: cQuraiit dç c^t 

^e lettre. .• - 
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que C » = I — S^»/ &enfuiteq ue S^m = i. — O i». 

nous aurons Ca _ il^—- s^><Cn-TiB- 

195* Problçmb» il Etant donné dans le même 
oiangle adb Tangle i & le côté oppofé n; trouver les 
valeurs des deux autres côtés 1», ^^ & du troifîème an» 
g\e ^? . . 

I" Siilmm. de la.^i»* proportion je tire Sm=^. 

V 

S,"' Solutm, de la 3^* proportion je tire S/> = ^, 

3ae Solution, de la aj. proportion je tire S tf = ^ 
mettant dans cette équation les valeurs que nous venons 
de trouver k S^ & Sfl», nous aurons Sa = X^ 

V Si _ Ci 
''^ Ti "" C» 

196. Problème IIL Etant donnés les deux côtés 

« & » V trouver les valeurs des deux antres angles <7, ^, & 

du troilîème côté »? 

T* 
irt Solution, la 4me proportion me donne T<» =. — ^, 

T» 
.: 8ae Solution, la 3«e proportion me donne T* = —, 

. 3ne Solution, delà i'*porporiion je tire S» = g-jj 

donc s,* = j-qrrTi' « s* - T^ '7 >(^i^.^ i-r 
*= PTTTT^/ -^**°*' ^"^ ^>^ ^' 
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mais parla »-»foludoa, T* =. |^; donc S m = 

T» 
-g^ ■ 

£^; donc Sm = yC'nS'p + S'tt: mais Cw = 

yi - S'w;donc COT = ^^ i — S '« -. C'«S'^ = 
l^e» -- C»»SV = KC'»C'/> = CnCp, 
■ 197, PROBLEM» IV. Etant donné le côté p & 
Tangle i, trouver lés valeurs des deux autres côtés n^m 
& du troiGème angle a? 

I» Solution f la troifième proportion me donne T« 
== SpTh, 

, a"* 5o/aï/iw».dçlapreipièreproportîon,jétlreSw= — • 
S î' 

tBwbSm=,Tnyt - S'n = KT*» --T'»S^»;donc 

wn<»sdevoirqaeS«==|^,doncS»s=«— -Jl^-_-— . 
ot par la 1" foluilon, T» = S^T*; donc Sm = 

STFTITSTTT)' naig T* = ^^ , donc S* =? 
Ï/(C'A + C'^S'/T»*)î <>' Tw = p^,Jg.„j »ronc 

'""' ~ PTÔT'+'oTs^jT^r=r^ ; & à caoTe 
que T.* = g|; j'ai Tw == ..■. ...V ^ _ 
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S ^ ^ ■ Sp ^ Sj> • 

^ c* 

3aM 5'«AltfjM,kl«coBfk|>r(^Rioninedoi»eS«s|£* 
nids S» =; Tw |/i — y» = --^^-p---.;^|Qnc 
Sg ^ ^^ ^y j* — * or T» g gf ( a^» fototîai 
^ ce SOi '^onc S tf = ^^ ''^^'^ + "^'^ ; meaaac 
dans cène équation la valeur de T^ = 1,^ , j*ai Sa = 

licaufeque C> +s'j>^ i , faî Si» = K i — OpS^bi 
donc C/» ;= l/C'pS'b = C/>5*. 

198. Problème V. Etant conna Tangle a &ta 
côté fttt trouver les valeurs des deux côtés^, » & de 
l'angle ^? 

1» Solufhn. la féconde proportion me donne S/ = 

2"" 5â/«»/Mkdeiaquairièmeproporcfon,jedreSfls:r^; 

nais T» == ... ■^' ■ ,• mettaût dan» cette demièi;e 

^quadon la valeur que nous Venons de trouver par la 

i'* folution k^,nousaui-oUs, Tp =t p-^^5s^5 

'^^^''- U^^C^is'^S'^) *^'^ ûousfavom^que 
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rcT=s^' donc T« - _^_^g,-__--. 

mais C*<jt,s= i — S»<j! , donc toute réduftion faite, 

"^^ ~ ?^Ci-C->»T'iB) ' ^^ ^^^ Cw T« = Sm , 

■ &K(« - S'«)=Cot, pairconféquenc T» = ^^ii2l 

= c^Tw. . ; 

3-* 5't?&/w/^,dèla3«« proportion je tire T& = Z^* 
mettant dans cette équation les valeurs trouvées précé- 
demment à T» & S/>, nous aurons T* = ^.^^^, 

^C''' X ifi &kcaufequeT« = |5, j'aiTô - 

Cm 

199. Brobleme VL Connoiflànc les deux angle* 
tf ,. b trouver les valeurs des trois côtés? 

V Solution ylzz"^ proportion me donne T»= S/T*; 
mais S» = T« ^(i — S'») =± "T», 

donc mettant dans cette équation ^ la place de T« û va- 
kur SpTbi nousaorons S« = ^^TA_,^^ ^^ 

>T^ = rTZ» donc Sn = ^ — - » dela^»» 
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proportion jedreT^=TtfS«-,doncT^=p^^^- 

4bnc Cp :=z KlSX^^ÂS,iifU^9aaqvimC»pVd- 

s= CCO'* + S'/> = (C«y* + ï — C*/>; donc 
Ci>T*tf + C> , ou ap {Ta + I ) = (CO*fc-f «$ 

CCO'^ = T^ =? '-^i#ri douera + i=-j^::^: 
= A,&(C*X *- I = s^ipar-éoBféquflntCî>=^ 

< a*' Solution^ le côté « étant aînfî que cehii p m 
côté de Tangle droit, il éft aifé de voir que fon' expreflîoa^ 
fera en fins inverfe de celle du cèté /, dfe même.'^ilpéoe- 

que celle-ci, c'ell- à-dire qu'on aura C » = -g^. ... 

' Sne •S'^/^//^/^, la première proportion me donne Sfw=y^; 
mais S» = y i — C'«, & nous avons trouvé ( a^ 
folution) que C« = g ; donc S» = ^^~^sï^ 

&Si»=; - ^s!r S^^^^ ^ ; doncCm =K^'^S'/» = 



^^^S-g -^S-^ + C^^ , mettant dans le numérateur i 



STsT 



i^4 t> P O S C U L E « 

l8pIftcedeS**ftvàîèui» j-e*,fai CmisJ^^-jr^^^ 

Sa ^ 

«càmre que S'a «a i — C»i>, fai 0»= f^^'lC^?^^ 

!200. Là eotnbinaifon de cinq thoCeÈ prife» dd déti^ ft^ 
dçux,-domemdîxréfultatsi par-confiSqucnt, MonfieurV 
outre les i!x problèmes que nous avons réfolus^ il y eq 
& encore quatre à réfbudre, qui font i^, connotftaiie 
m, p trouver i?', ^, fi^ 2^. connoiflanc isr , p trouver 
*t ^» »; 3^» connoiâànt ^, »; trouver * , ^9 pi 
4^ connoiiTant ( , m trouver a^ n, p ; mais de ced 
quatre problèmes il eH aifé de voir que le premier eSt 
de même efpéce que celui réfolu $. 194; que le fe« 
iionà eÛ de même epéce que celui ré(blu 5* î95; que le 
tioifième eft de même efpéce que celui réfolu. 5* 19^ 
& enS9 que le quatrième dl de même efpéce qpe celui 
téfolu $. 19s» 

SOI. l>'ailleurs , Monileur ^ s£m àe rembe plu» 
commode Tufage que vous ferez dans le cas de faire de 
ces formules > je vais les <wnir cwces dwis h cable 
fuivante» 
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TAB LE, pour la rélbludoû de tous les cas poifibies de kà 
trigonométrie fphérîque. 


matd^nné 


tr#mwr 
b 


fonnnlef deSolnti»». 


. Ectatdoané 


a 


formolcj da Solucioat» 




" = !»" 




^'=U 


f», n 


P 


<=P=Wn 


tHyp 


n 


c.= g 




a 
m 






b 
m 


c* = TwT/ 
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^h,n j p 


s,=:^« 


ayp 
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S«=^îl 
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a 
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b 
P 


SA -^ 


i 


T- F, 




T^ = TaSn 


tlyP 


b 




a,n 


m 


T-=S 




m 
n 


CmszCnCp 




b 
n 


C6 = SaC» 


1 


T»= S/T* 




S» = S^Sm 


P.P 


m 


T«= 5^- 


bit» 


P 


T^ = C^Tffl 




a 

P 


C«r= SbCp 


■ 


a 
m 




' 


Sj> = StfSw 




C/» = OaC*b 


a^rn 


' 


T»= CaTw 


a,b 


n 

• 


c" = g 


' T*=S 




p 


^' = ^} 
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î02. Paflbns maîntenânc;, Monfieur, à la réfoltilica 
des criangtôs fphériques obliquangles. Soie les deux 
triangles Tphériques obliquangles azp y (% ?' & 8); 
en abaiflTanc d'un des angles z fur le côté oppofé ap 
(fig. 7)^ ou fon prolongement (^fîg. 8), un arc per- 
pendiculaire z^^on aura deux triangles fphériques rec- 
tangles aqz^ pqz & deux fegmencs aq^ pq fur la ba- 
fe; je nommerai le premier h^ le fécond r, & ^ le côté 
ap fiir lequel tombe la perpendiculaire. 

203. Dans les deux triangles reélangles aqz^ ^^Pi 
fai les deux proportions , i i Sm i: Sa : Sd^ 
& I : Sn : : S^ : Srf $. 193; donc à caufe que ce« 
deux proportions ont le& mêmes extrêmes, j*en tirerai là 
troifième Sm : Sp :: Sn : S ^; donc , en tout ttian^ 
gle Jphérique , les Sinus des angles font proportionnels 
uux Sinus des cStés qui leur font oppofés. Ce qui efl 
la première analogie de la trigonométrie fpbérique obl^ 
quangle. - 

£04. Par l*applicatîon de la formule , fèc#tide folutiofl 
%• 194^ J'^I ^Qs le triangle fpbérique reétangle aqzf 

Cf« Cn 

Ci = Q^î & dans celui zqpy j^al Crf= ^; donc 

^ = £? & Cw : Ç* î : C« ; Cr;par-confétiuenf/ 

en tout tfiangte Jhhériqûe^ obliquaHgle lorsque étun' dei 
iingles on abaijfejur k côté oppofé^ ou fon prolongement i 
uh arc perpendiculaire ; les Cofinus des deucù autres côtés 
font proportionnels aux Cofinus des fegments adjacents 
fur la bafe. Ce qui eft la féconde analogie de la trigono- 
métrie fpbérique obliquangle, 

2io<. Dans lès deux triangles aqZ^ zqpy j'ai Trf =ï 
T^S*, & Trf=rTpSr (♦); doncT^S* = T;>Sr, 

& 



(♦) ite Solution J. 197. 
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èc S ( : Sr : : T^ : T^; ainO les Sinus des legmencs 
ibnc èiicr'eux en raifon invelffe des cangentes des angleé ' 
adjacêfits: mais les tangentes des angles font entr'elles en 
Taifdti inverfe des Gotangentes des mêmes angleà $. i^j;. 
donc , les Sinus des fegments font proportionnels attx 
Cotangentti Ses angles adjacents i (î*e(l-à*dire qu^on a 
la proportion S* : Sr :: C^a : O/ ; ce qui eft li 
troiCème analogie. 

ao6. Dans les deux triangles aqz^ zqp; j'ai, Ci =3 

-^ ; & Ci = c^(*)i donc C^ : Sazq :: Cpt 

Sqzp; par-conféqueot , les Coftnus des angles à la bafé 
font proportionnels aux Sinus des angles formés à F ori- 
gine de Parc perpendiculaire fur la bafe^ & abaiffé di 
Vungle oppofié Ce qui eft la quatrième Analogie. 

207. Avec la féconde proponion analogicielle Qm i 
C* : : C» : Cr , 5- ^^4 î J® forme cellé-cî C^ + 
Cr : Cm + Cn ;î C* — Cr : C»* — Cn\ buce 

qui eft la même chofe c\ + C^ î C^ + c2. : t 

C- C- : C— — C^; donnant à chacun de ces 

a a a ft 

termes lés valeurs qui leur convienilenc j. 163 & 164, nous 
k caufe.que ^ + r = ^, nous aurons CX c(-^J 
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SY^ ?^ ; disant le premier & troîfième terme par 

le premier , le fécond & le quatrième par le fecond ; 
alors il eft vifible que les deux premiers termes de notre 
proportion deviendront Tunité, & que les deux derniers^ 

feront Ti tÇLzzS) &T (î!l±^;T(?4^"),par- 

conHfiquent ces deux -ci feront égaux; ce qui me 

donne la proportion Ti : t(^-±^) :: T(JrT^) 

:T( ^^ y Donc, en tout triangle fpbérique loris-. 

que £un des angles fabaijfe fur le côté oppofé un arc 
perpendiculaire , la tangente de ta moitié du cé:é fur 
lequel tombe la perpendiculaire, eft à la tangente de la 
ntoitié de lafomme des deux autres côiés , comme la tan* 
■gente de la moitié de la différence de ceux-ci eft à la 
tangente de la moitié de la différence des, deux fegments. 
' to%. Dans la %ure 8 , nous aurons évidemment la 
inême proportion; mais dans celle-ci il faut remarquer^ 
4ue q eft égal à la fomme des deux fegments aq ^pq} 
^'que h — r e^égai au c6cé àp fur le prolongement; 
duquel tombe la perpendiculaire i donc en faîfant chan- 
ger les extrêmes de -places dans tiqtre proportion, noua 
aurons, la tangente de la moitié du^côtéfidr le prolonge-^ 
ment duquel tombe la perpendiculaire eft à la tangente 
de la moitié d^ la femme des deux autres côtés ^ comme 
la tangente de la moitié de la différence de ceux-ci eft à 
la tangente de la moitié de lafomme des deux Jegments. 

Ces deux analogies dans les cas de la perpendiculaire lui 
térieure (fig. 7.)» ou extérieure (fig, 8.) fe déroon- 
irent dans tous les traité» dç trigoâomécrie fphérique ; mais 
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tt^èft ilnthëtiquement; ce qd rend li déinianftraâôii ttèi 
longue & compliquée. 

509. Par le moyen de ces analogies § ^of & ià^f 
îl eft vîfîble qu'on pourra toujoiirs , connoitfant les troii 
côtés d'an triangle (phérique , calculer la valeur dés an* 
gles; car elles font connoicre la moitié de la différeticd 
des fegmeftts (fig. 7.) , ou la moitié de la roknme (fig. 8.) 5 
donc dn trouvera la Valeur de cha(|ue Aliène , St 
|)ar-conréquenc dans les triangles fphériques re^angletf 
a^Zj pqz on pourra trouver les vifleurs des angles 

21 G. On peut donc auffi avec les mé4nes ànaito^eSt 
trouver la valeur des trois cécés d'un tfiadgre fphérîque» 
lorsque on ne connoit cjue la valeur des iioh singles; 
car alors dans le triaifgle fupIplénieBtairè formé par les 
ifois arcs de grands cercles , qui ont leUrS pôles i\xt 
angles du triangle propofé, 6n conrioît les trois côtés ^• 
buisquMh font les fuppléments des angles connus qui 
leurs font oppofés. Donc on peut trouver la valeur dey 
trois angles de ce triangle $• 209 ; . & en pï'etiam lettrr 
fuppléments,- avoir la valeur des côtés qui leur fotit op*" 
pofés dans le triangle propofé. 

Cependant pour refondre ces deiut problèmes $, 209I 
& ftiô, nous nolis fervirons d^autreS méthodes qui fonç 
t>lus (impies & plus briéves* 

ait. Problème L Etant dopnés dans le triante 
fphérique ^zp/ les angles àjpét le côté m oppofé 
i un des deux angles ciQunus ^., tro.aver les trois augred 
dimenfions? 

^ar r'anaiogie àù §. ftù§, faî; Sfi = i||î?é 

Abaiflànt du tfoîfième angle ,i fut le cété q af^jacénc 
iux deux angles connus , un arc perpenifeulaire rf, j<f 
partagé le triangle propofé en deux reôangles j \ or je 
pontiois dans chacun des deuk, un aiigle indroit & l^hy* 
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pothénnfe î il me ferli tonféqiieqKineiit aifé de tromret lesr 
valeurs des fegraenw * & r (♦); les ajoutant (fig.7.)i 
ou recrancbaac r de b (fig* 80» j'aurai la valeur da 
€Ôt^ cherché ap. 

. Coonoifliànc ap^ je Q:ouveraila valeurde Tangle z par 
Tanalogie du S* ^03* 

2 1 9* P R o B L B M E^. II» Etant donnés deux angles a^z 
& le côcé compris encre deux m , trouver les trois autres 
dimenflons? ^1 

D'un, des ^aDgJes connus z j'abailTe un arc d perpen- 
diculaire fur le côté oppofé q ; or dans le triangle rec- 

tangle zqay]W Tazq :=. g^ C + )• Connoîflant 

l'angle azq^ je conoois celui qzp. Dans le même tri- 
angle reftàngle '^7^2 , fai Td =, CazqTm C**> 
Diftis le triangle zqp connoifTant le côté d & Tangle 

qzpj j'ai Tn = Ç"^ (tt)» Mais nous venons de 

voir que Ti = CazqTtn ; donc T» = ^c^^gT^ > 

Dans le triangle redlangle aqz^ connoilTant les deux 

angles i& ^2^, j'ai Crf = ^j— (§). Dans le 

triangle reftangle zqp^ connoîflant Je côté 1/ & Tangle 
q'zp. l'di Cp :=: SpZqCdXSS^ 7 niettant dans cette 

j : ■ . ; 
* ,i f II ■ ^ I m • ■ I i « i t I I I I r m t ■ 

(♦) W SoItUîoD 5? J9». ^ ' • 

f t) 3*^* Spl^tion J. 198. 
: ^♦♦) tmo Solaeion J. içî, - 
V (tt) st»* SDliicion f . i$>7;, 
: (J) If* Solution J. ipp. 
.($p)^3"*« Solutiott !• 197. 
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detmère équation l&vall^ que nous avonâ trouvée ci-des- 
fus à Ci, nous aurons Cp = - ^gV^^ > 

fti3* Problème* IIL Etant donnés. deux côtés m , 
^ & un angle oppofé: ^, trouver lés trois autres dimen* 

fions? , «. 

D'un des angles inconniis z, j ahaifle un arc i perpen- 
diculaire fur le côté oppofé ap ; alors par l'analogie $• 

ao3, jai S^ §^. 

I>ansletrianglerea:angle^2, fai Tb := CaTm (♦); 
connoiflànt bj m &, n^ je trouve aifément la valeur de 
Taucre fègmeot) par le moyen de la féconde analogie 

CiCn 

Si ao4î ce qui me donne Cr :i= TsT* Connoîflanc 

Zr & r , j'aurai la valeur du côté ap =^ b + r (fig. 7), 
= fe'^r,Cfig. 8> ' 

Dans Je. triangle reftangle ^1^2, l'tà Tazq = 

§^ (t>^& Trf = CazqTm (••). Dans le tri- 

angle 5r^//faîC^2>'=YsCtt)i donc mettant 

dans c^le*ci la valeur que nous? avons déjà trouvée à T</; 

nous aurons C^2i> = v.^^T^ , ainfi connoiffant les 

angles àzq^ ^2/>, je connoîtrai Tangle azp qui eft 
' • fomme ( fig- > ) ^ ou leur différence ( fig; 8 ). 
14. Problème IV. Etant donné l'angle^ & les 



leur 



(*) âme Solution J. ip3- 
(t) 3"* Solution J. 198. 
(♦♦) ^me Solution J. 198. 
(fl) 3a* Solution j. 194. 
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. ifeux côtés qui le fonoent m^^fj aûuver les trois antts 

^imenfions? 

J'abaiflè d^un dès angles inconnus z fm le c^té qd 
lui eft oppofé apy Parc perpendiculaire zq ^ j'ai Ti 
= C^Ti» (*3; connoilïïmtle fegment*, je trouvera 
aifément l'autre r, puis que je çQnnpis le c^té ap; donc 

par la féconde analogie $. 204, j'aî C» = ^î^. 

Çopnpflànt les trois câtés ^ Tangle ^ , j'ai par Ie| 

moyep ^e la première analogie §. ao3, S^ = -g— 

i!c5?=^. .... 

215. Dan3 les quatre problèmes que nous. venons rfe 
réfoudre , la pluspart ont exigé deuîç formules pour ob- 
tenir une fijule dès trois chofes cherchées; en effet pour 
avoir la valeur du côté ap §. 213 ; j'ai été obligé de 
palcplpr le fegment ^ par la formulp Tk = CaTm; 

çn fpite Taptre ftgmçnt r par la formule Cr = ^^j 

^ de même pour plu(ieQrs autres. On pourrok trouver 
des formules de fplutions dlreftes pour refondre ces diffé- 
rents cas; mais elles f(Mic G compliquées, que \ç calcul 
dansl^fagc qu'on en feroic, feroft infinimentplus long que 
< celui qp'exigè les méthodes que nous avons indiquées ; en 
cffeç la formule çlirefte defolutionpour trouver la valeur du 

P^aiUeurs, çoipipe pq opérç généralement dans la pratique 
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^u cdcul des trigonomécries par les logarichmes ; il fauc 
Ife plus qu'il eft poffible , éviter d'employer les formu- 
les dans lesquelles il y a des fignes additifs & fouftradlifs 
entre les attributs des arcs, lorsqu'on ne peut foumettie 
ceux-ci à des réduÀions telles que celles que nous avons 
obtenues dans les §• i5i & fuivants. 

ai6j. Cependant les- formules directes de folutions des 
expreffions du côté » & des deux an^es py Zj noui 
étant utiles dans l'application que nous ferons de la théo- 
rie aéluelle à celle de la navigo-aftronomie : je, vais » 
Monfieur, vous l'es faire connoître ; d'ailleurs je vous 
préviens que quand nous les emploirons, nous leurs ferons 
éprouver des réductions d'après lesquelles s'évanouiront 
les difficultés que nous leurs avons repocbées dans le pa- 
ragraphe précédent. 

Soit donc propofé de réfoudre le mémfi problème que 
celui du $• 214, en trouvant pour les valeurs de n^ p 
& Z9 des formules dans lesquelles il n'entre d'autres 
quantités que celles connues a^ m & q-. 

J'ai, Crf = g^ = §? = C-^^. M«3CC^ 

r- ^) = SbSq + CbCq $. 155 i donc ^ 
; Cff » X . ■»-. Cf. — CbCn-~ChCmCç 

&pài-confôqoent-|| ou T* =: ^ ' " cJs^^^ ' ^^ 

Ib =,CaTfn (*); donc CaTm = ^VmS^^S 

d*où je tire C» = CaTmCmSq + ÇmCq ss. 
CaSmSq + CmCq.- 



(*)«•* Solution J. 198. ' ' 
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J'aj par la première walogie J. aqj S,p = ^^S^ 

. Kir- Ci!,' '^ f/*-^*?— SVS^» 

Mettant dans cette équation la, valeur que nousi 
|von5 trpuvée d-deflus IÇn, & feyanç attention, que 
^ ^3 m == S w — - $'mQ'a-y nous at)ron$ Ti? =; 

çiaisi — S'w;=C'i», & — C'<»S'mS'^ = — Ç»<?S'»w 
-f- CVS«wÇ'^.' Pàr-conféquent nops aurons Tjf> = 

[' ' ■ ■ SaSm ' ' 

ou à caufe que-CVC'<w =- C»«» +C'«S«^ , j*aurai T/> =: 

pr, la quantité qui eft fous le radical eft le vrai quarr4 
'^ ç;.S«c/-:SyG«; doBc T/>= c^gJ;!r^^e>^ 

bu à caufe ^w ,Ç«» ac SiwOfw, en divifam léS dçux 
termes de la fraftion qui exprime la valeur de T^ par- 

^m , nous aurons T/ = >, ^ ^< çC ^ 3^ trouveroîai 

^ même que T^ ^^'cT C^ - S^C^^- ^ 

r. $17. Vous remarquerez.;,. Monfieur ^^.qpe puisqi;» 
généralement (a— -b>* = (^b— a)*; la quantité qui eft 
fôùsleradical'quarrédç la formule §* îi,i6, avantrextrac- 
tîon ^e la racine quariée de cette même quantité', eft auflî 
Weiv le .qat^rréi^de Ç«jS^..— r Ça^mCq r que celui de 
CaSmCû — ^ÇmSq; donc la forçnule dç f^Iydon va- 
leur dç fp pourra çtre celle que npus avons indiquée, ou. 

m çelle^d ff = ^^çi^:^^,fuiv^t^ueC^Cfli 
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«■ 
^ Sa Cm. n en èft dé même pour la formula valeur ém 

Tz qui pourra être celle indiquée §. aitf, ou T2 = 

_ ^* j. .-, fuivant que CaCm ^ SwCV- 

ai 8' Problème V. Etants donnés les trois côtés 
j», n Sc^ trouver les trois angles <7, ^ & z? 

■ Nousavonseu$.ai6, l'équation C<ïT»» = ^2^«^} 
^""^ Ctf = ^^L^^-^^Cc» Ci»T«=:S«)io«, 

i^ = ^-^V- x59,'doncS'f ==S^î^^iSfc^ 

:Wis-.SwïS^ -f Cwe^ = C Cf — f») s. IS5Î <ïon< 
gai =: C(^->»)~C>i), de plus C C? — w) — C« 

-;-; ,s (1-1 1-^) s ( " . -T^^+ 'g) J. i<S4, P«fa>». 

Faifon» pour abréger la fomme des- «ois côtés — qi 
^orsileftvifiyçque ^^p=-^ = J - w & q«p 

'îUfcA^rJ = ^ -^ ? ; -donc S*7 = » 

${} -w)&(S.^-î). &Sf = ..... 



&5i = 
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^( Hr~">) s(a- - 9)\ Oo «ra de" même 

sf = '^ r ^(i-")^(?- f)v 
1 \ — îî^î — • 

K(?(î-'')KÎ-'')\ 

aip. Problème VI. Etant donné» les trois anrfea 
fi, z, p trouver les trois côtés? ^ 

Suppofonspourle moment un triangle fupplémentaire 

to propofé, dans lequel par-conféquent ï8o<» a 

180»— 2, 180» — / feront les trois côtés; donc 
itons^ ce triangle, Q = 54o«» ^ (^a ^p ^ z\; fofc 

w~ '^ T/ + *' ^^"^^ *^ '^ 540' —a; donc « 
^ous repréfentons par n, p, m, les trois côtés dû trian- 
gle fupplémentaire » c'eft-à dire que n = 180» — a 
t = ,8o» - ». »= iSo» - >; alors fauiai m 
opérant pour le côté « de notre triangle propofé , ce qui 

«Il rangle i8o«» — » du triangle fupplémentaire, 5 ^ 

« -~-^ — iSo» +^ =^ 4. pp. _ A ,jSt 

1" - ^ = 2 + 900 _| ; donc S^lJlLÎ, ouCÎ 

'= y/Hp + 5>oo - ^ } S(^ + poo -^)\ 

• • • • ^ . . a(i,8o^->;S(i8<^--a) ^/;* 

mais SG + foo - 1^) = C(jp-.ù ') , siz ^ 
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^ 8(180^ — ^) ^ Ss;; tkHictiOQs.ttironi , • • • • 

I I I ' .' J L ! ' I ■ "^ . 

^ . ■ 



' - — — t nui wmmmmÊ^ma^ 

I. ET T R E XIII, 

tao. Vons favez, Monfienr, que les înftramenw *ob^ 

rervations dont oti fe 'fen à la mer tels que ItsoSlantîj 

Jextants , cercles de réflexions (*) , font cbriftruits diaprés le 



. (*) Le cercle de réflexion eft fins doute ibfiniment préfém. 
ble à toxMi les inftrumenfs de marine; i! fut inventé en 1767 par 

-%We Mayer Aftronome de Gœttlngue . ft perfeftionné en 1775 

' par Mf. de Borda : en voici' fommairetnent la defcrîptioû. 

Soit fuppofé un cercle, auquel eft adapté un alidade mobilQ, 

.attachée au centre, & égale au diamètre du cercle, fur laque Wo 
eft placée une lunette; & qu»à l'extrémité de cette alidade .eu 
face de la lunette, foît placé un miroir, dont^la moitié foit 
étamée & l'autre poînt; de forte qu'en regardant un aftre daâs 
cette lunette, on voie Tafire au travers de la partie du miroir non 

' fStcmée. 

Soit encore fuppofée une autre alidade , égale au rayon du cer- 

' de, auffi attachée au centre & mobile, portant un autre miroir 

♦ |)lacé ^u cepire du cercle fw, lequel doit f© peindre Tautre tftt» 
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«principe ftiivanc ite câtoptriqae, r angle formé. par m 
plan fufceptible de féjtèxion , tel qu^un miroir^ & les 

-^éfycns deJunM,re qtri ii^nenf s^y réfléchir j ^ft-^gàf à 
r angle formé par, ki mime plan & ^ks rayops d^inciden-^ 
ce; or, n'y ayant jamais eu perfonpe, du moins que je 
fâche, qui aît* démontra ce principe "regardé génécale* 

•^ent romme incontestable ^ je me propofe de vous et 

donner la démonftradeB-rigoureùfiî,— ^ . 

On doit accorder comme un axiome que quand un 
rayon de lumière partant d^uaçbrp lumineux C*)». va 



dont on veut éonnoitre la diilance de celui vu par la lunette. 
Cette conftruftîon conçue, voici Tufage de J'inilrument; i*». on 
fixe l'alidade qui ne porte qu'un mlioir fur le point de zéro de 
h divifion ; 2^ QUjdiuge lt3^id>^e, pqrtailt la lunettedc un mîroijr 
fur Taftre qui eft à droite, jusqu'à ce que Timage de l'autre aftrd 
qui eft à gauche vienne fe réfléchir au miroir adapté à l'alidade 
-fixéfc far le ffitroir:. portant lufaettOy^d: cçiîpdde danl la lunecte 
^aveç l'image de,yaftre vu direÀement; À?, cette obfervation ache- 
tV^e» on fixe Tatidade de la lunette, & Ton fait tourner le cercle 
*dàn8 fon plan jds^à ce que la îuneiie- foit dirigée fur Taftlre A 
gauche; 4^ deflerrant enfulte l'alidade qui eft fur le point de 
* xéro delatliWiion on la fait mouvoir- à droite jusqu'à ce que les 
deux images fe trouvent en contaél^ 5®. alors fixant cette alidade» 
•fi'arç^quWUi aufa parcçuru dan^i les deux obfervations de difla&ce, 
< ff ra Tangle double de la idlftance des deux ailrea. ' 

-^ 'Le grand av^ntjagç 4ç cet inftrument, c'efi qu'en répétant plu* 
fleurs fois les mêmes obferyations en partant toujours du dernier 
^ pCiint où eft l'alidade » on |)eut quadrupler „ o^bupler , fexrupler , 
\ décupler l'angle de la 'diftance des deux aftres qui font obfervés, 
, ce, qu'on ne peut faire avec les priants & fejuants ; on parvient doqc 
ainfi à détruire l'erreur que l'àrtifte auroit pu faire dars la divi- 
. lion du cercle, & à avoir la mtfu^e de la diftance apparence d^s 
faftrçs.avec. toute la précifion que l'on peut obtenir (ur mer. 

(♦ j Les effets daiurels ne pouvant être conçus qu'en tant qpe 
. nous ]es foumettons aux loix de la mécbanique ; je me repréfente 
•s que la lumière ne nous parvient pas direâementdes aftrea (n'ayqit 
^^ggrd qu'à ces çgrps^ éclairants) faf dç;s rayons çl)?(g^ çle paiti^ 
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fkdpper nu objet quelconque qui n'eft entouré d'aucune 
atmosphère,: ou air.aipbiant^ lequel par fa condeufité 
reftmge les rayons , alors il y; parvient en ligne droite & 
par^cosféqnentparle plus coure chemin poflible; & quand 
le corps fur lequel tombe le rayon ell fufceptible de ré- 
iiexion, tel qu^un miroir, le rejet du rayon fe fera àvte 
autant de viteilè , que il le centre lumineux étoit daqs le 
point du miroir fur lequel tombe & incide le rayon ; donc 
il ira au fécond objet par incidence comme il a été di- 
te&Qment fur le premier,^ c'eft -à-dire par le plus coure 
chemin pol&ble; d*où je conclus encore que la curviligne 
f<mnée parles rayons de réflexion & d'incidence, eft la 



lumfneufès détachés de cçs corps lumineux; mais plùtAt » je crois 
que ces derniers font compofés d'une matière qui eft dans un 
mouvement perpétuel , lequel simprimanc à l!éther environnant, 
fyit former â celui-ci des ondes fpiiérlques. ftcroifTantes k mefare 
qu'elles fe propagent dans la matière. Enfin parvenues jusqu'à 
BOUS, la derniète produit par fon contai avec Je globe de Tceil 
iê fentlment de la vue; mais ces ondes fphériqiies Iorsqu*elies 
çeiTent de fe propager dans la matière homogène, & qu'elles le 
font dans nôtre atmosphère , perdent un peu de leur fbrme fphé* 
jrique; donc un rayon quelconque de la plus grande fphére oo« 
doyante, par exemple celui qui xiboutic au point contaâiant a^ec 
le globe de Vœil, & qui peut être conçu comme formé par la 
férié de tous les points correfpondants des fpbéres . ondoyantes 
depuî&roriginede leur développements fucceilifs, a été' une ligne 
droite jusqu'à la région là plus haute de notre àtmofphére'; mais 
à partir de ce dernier point, il a commencé à avoir une certaine 
courbure d'autant plus forte qu*il fe projettoit dans^une mafle d'air 
dont la raréfaélion diminue ei^ proportion des dlAances à la fur- 
face du globe terreilre : donc pour la plus grande intelligence de 
Dotre déraonftration aâuelle, ainiî que celle fur l'effet produit 
par la réfraôion dans l'afpeél des.aftres J. 233, Je puis confidé- 
ter cette férié de points d'ondes de lumière , comme un rayon 
Iwuueux venant dlreâement du.corps édairant. 
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p\ûÈ courte p6fflble. Soit dofic fuppdfé (}ue lé dot^ts lii^ 
ftineux eft en ite (fig, 9) ; que , if* eft un miroir fui* 
lequel tombe le rayon de lumière f»^; que-, eh dt uû 
iutre miroir parallèle au premier tht lequel Vient frappe* 
par incidence en k le rayota de lumière : alors d'après* 
Taxlome pofé cidefliis, iâ ctirvilicrne mdK. eft la pli» 
courte poffible de toutes celles qu'on peut mener de ni 
en K, en la faifant paflèr par un des points dtî plan al^i 
voyons donc aftuellement où doit être placé le peint d 
M h ligne d'interfeélion ab du tbiroir avec un plan qui 
luiferoit perpendiculaire, & qui paflèroit par les points 
m&,Ky afin que la condition cideflbs eiifte. Suppofons 
que du point k j*abaiflè fur ak une ligne perpendiculaire 
indéfinie r/; que je. prenne furie partie inférieure //unei. 
longneur tn = k/; qu'enfuîteje tire du point n au point 
m la ligne ndm^ & que du point d où la ligne ^i^ eH 
coupée par la ligne nm^ je tire au point k la ligne Jk^ 
alors Kdm eft le minimum de toutes lés curvilignes me- 
nées du point m au point r eïi paflant par un des points 
d de la ligne ab\ car fuppofofis tout autres points^ 66 
p' pris, fur la ligne aby & d'où je mène aux points R: & 
fn les lignes pk^ pm & ^'k, p'm : menons auflî des 
points p j d y p' z\i point » les lignes pn^ dn^ p^ni 
alors il eft évident que puisque ba^Sk. perpendicalaire fur 
Kfî, & que K/ = tn\ nous aurons, k^ z=: pH^ k4 
rr //«, Kp' = p'n ; donc fip + V^ = Kpm^ nd 
-[- dm = Kdm & np' 4- p'^ =: Yip'm% or de ces 
trois fignes np -f- pm , nd 4- ^w>» ou nm^ & »p' 
-f- /'w, il n'y a que celle du milieu qui foit droite, les 
daix autres étant des curvilignes; donc tdm < Kpm 
& Kdm < K^m; mais les angles mdb, adn i Sow 
égaux comme oppofés par lé fommet, & de plus les an- 
gles Kda^ adn , font auflî égaux, puisque lès triangles 
^pf\ fp^.9 ayant tous leurs côtés égaux, le font aufiî;^ 
donc Tangle d'iacideni^. k 4^^ eft ^^ à i'aogle-de ié> 
flexion mdb^ 
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Ce quêtions Venons de démontrer, Monfleur, a lîerf 
même quand le miroir où fe réfléchie & incide le rayon 
de lumière eft enveloppé d'une annosphére réfringente; 
car fi le rayon de lumière paflànc d*un milieu plus raie 
dans un milieu plus denfe, éprouve une certaine courbu-^ 
re, il eft évident que par fon rejet, fortant de ce milieu 
plus denfé pour retourner dans celui plus rare, fa cour^ 
bure diminuera dans la même proportion qu'elle a augmenr 
té dans le premier cas; aînfi ces deux courbes feront re- 
lativement Tune à Tautre dans la même pofition que les. 
rayons de réflexion & d'incidence qui fe feroient projet-^ 
ces dans un efpace dépouillé de tout air ambiant^ & par? 
conféqueut en ligne droite. 

aau II y a a^uellement beaucoup de marins qui con^^' 
noient & fe fervent de la méthode dont M', de Borda 
eft Tauteur, pour obtenir la longitude du vaiflèau, par' 
Tobfervationdes diftances de la Lune au Soleil, ou à quel* 
ques étoiles; mais malbeureufement le grand nombre parmi 
eux ne calculent que par routine ; de manière <iu'à la 
moindre déviation qui fe rencontre dans Tordre fymécri- 
que des moyens dont ils ont l'habitude de fe fervir, ils fe 
trouvent égarés dans un labirinthe dont il leur eft impofli- 
ble de fe retirer; ce qui leur feroît très aifé s'ils connois* 
foient la théorie de ce qu'ils pratiquent journellement. 
Je me fouviens que revenant de l'Ifle de France en 1789 ^ 
nos pilotes, malgré le grand défir qu'on avoit d'obtenie 
la longitude du vaiflèau par l'obfetvacion de la diftance; 
du Soleil à la Liine , qui pour la première fois depuis 
longtems furent très vifîbles le a Juillet à 4 heures^ 
ëtoient au moment de manquer cette belle occafion d'ob- 
ferver, parce qu'ils ne trouvoient pas marquées dans la 
connoillànce des tems , les diftances vraies du centre dii 
Soleil à celui du fatellite de la terre, pour l'obfervatpire 
de Paris, aux époques aux quelles il étoit néceflaire de les 
coQiiOitrei & (ce fut avec peine que j'obtins d'eux qu'ails 
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me fécondaflent dans mon obfervadocl (♦); les aflurtife 
que par le calcul j^aurois bien vice les Sonnées néceiTaira 
k avoir,, &quî ne fe trouvoient pas dans la.connoiflàn- 
ce des cems; il me fut bien aifé, JVIonfîeur, .de remplir 
nion engagement Y car 11 y a comme vous lefavez dan^'la 
connoifTance des cems de chaque année, la longitude du 
Soleil marqpée de 24 en 24 heures, & la latitude ain(î 
que la longitude de la Lune marquées de 1 2 en 1 2 heu- 
res; je n*eus donc après avoir calculé ces pofîtîons dii 
Soleil parrapport au point équînokial du bélier & de la 
Lune par rapport à ce môme point, aînfi que fa pofitîon 
par rapport à TEcliptique pour les heures où je voulofsl 
obtenir la connoiflànce des diftances vraies des centres des 
deuxartres relativement au méridien de Paris, je n*eus 9 
dis je , qu'à réfoudre un triangle fphérique reftangle for- 
mé fur rËcIiptique; i^ par la différence en longitude 
des deux aftres ; 2^. par la latitude de la Lune; 3^. par 
k diftance des centres; or connoiflTant les deux premiers 
côtés, il me fut aifé de trouver le troifième, c'eft-à dire 
la diftance vraie des centres : mais le calcul des longitude^ 
& latitudes de la Lune pour les heures où je voulois Ie$ 
avoir, exîgeoit quelques conGdérations particulières ; car 
ainfi que vous le favez, MonGeur, Taccélferation en Ion* 
gitudede la Lune & l'augmentation , ou diminution dâ 
fa latitude fe font d'un mouvement fi inégal , que fi pen- 
dant les douze heures, époques où elles font marquées dantf 
la connoiflànce des tems , je me contentoiç de les calcu- 
ler pour certaines heures intermédiaires par les parties 
proportionnelles , je tfobtendrois ]pas cette précifion fi 

né* 



(♦î Nous verrons J. 226, qu'un feul obfervatear peut faW 
toute robfervatîon , maïs elle eft beaucoup plus longue , & * 
répoque dont je parle, je craignois que le ciel ne (e recouviil 
bientôt de nouveaux nuages. 
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néceffake pour remplir Tobjet que je m*étpîs , propofé; 
Voîcî donc comment je m*y pris; je calculois dabordia 
longitude de la Lune par les parties proportionrielles pour 
les heures auxquelles je voulois les avoir; enfuité prenant 
dans la connoiflànce des tems ces longitudes pour. deux 
époques antécédentes &deux fuivantes, j*en pris les trois 
différences, & enfin les deux différences de celles-ci; 
nommant h la fomme des deux fécondes différences, à 
refpace de^ tems compris entre l'heure pour laquelle jô 
calculois, i& Tépoque immédiatement précédente à laquel- 
le je connoiflTois la longitude de la Lune , ^ refpace detemg 
entre les époques auxquelles elles m'étoient connues, e le 
' nombre de fois que la diftancedestemsdu moment pour le- 
quel je calailois à Tépoque immédiatement fuivan te, écoic 
contenu dans la diftance des époque^auXquelIes je cotlnoilTois 
latetigitude approchée par les parties proportionnelles; en- 

b 
fuite je fis la proportion d : c :: j i ex i donc x = 

-^. Vous remarquerez, Monficuf, que fi on calc^- 

loit pour rheure moyenne à totites celles auxquelles drt 
connoit là vraie longitude; c'eft-à-dire pour 6 heures^ 

alots évidemment rf == 2^, 5 i=: a ; donc a; = -^ , 

2224 Ce que nous avons die pour la correftion à faire 
aux longitudes de la Luné, s*applique auffi à fes latitu-: 
des i fi ce rfeft que comme celles-ci vont quelques fois en 
augmentant, quelques fois en diminuant, il faut l'ajouter^ 
pu la retrancher de la latitude approchée , fuivant que 
ia fomme des deux fécondes différences efl: négative, oii 
pofitive ,• c'eft-à-dire fuivant qu'il y a eu dimination con- 
tinue dans les quatre latitudes prifes dans la eonnoiflîàncë 
d^ tems, ou qu'il y â eu augmentation continue parmi el- 
le$, ou cncere l'ajouter, ou la retrancher fuivant quô 

N 
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celle des deux fécondes difféi*ences qui e(f poCdVe , ttf 
plus petite, ou plus grande que la négative. 

aas. Quant aux longitudes du Soleil elles accélèrent 
avec un mouvement allez uniforme pendant les 24 heures, 
pour que les réfultats que donnent les parties proportîa- 
nelles foieiit régardés d'une précifîon fenûbliement Tûffi* 
faute. 

224. Voîcî,Monfieur, Tapplication que je fis|(lë cène 
théorie à l'époque que je vous ai citée §.221, c'eft-à-dire 
le 2 Juillet 1789: 

long. C) le 2 JuiU. à o^ (t) 3' ^o 53' 8^' 
long. O le 3 Juin, à o^ 3' n*" 50' 19^^ 

différence en 24^* . . 57' ii'' 

différ. en 6^ 14 i/\ 8 

différ. en 3^ ^ . . • 7' 8",p 

long. O le 2 Juîll^àô'» ..... 3» ii« / 25% S' 
long. O le 2 Juil L à 9^ 3» n» 14' 34% 7 

long. C le 2 Juili. à o^ 7* i^^ 37' 50" 

long. C le 2 Juill. à 12^ . . . . • 7» 19^ 19' 27'' 

différence en 12^ • 6^ 41' 37'' 

différ. en 6^ 3* 20' 48^^^ 5 

différ. en 3^ i<> 40' 24^^, a 

Iqng. appr. C le 2 Juill. à6^ . .7- 15*^ 58' 38^,5 

long. appr. C le 2 Juill. à 9^ . . 7» 17^ 39' a"^^ 



(♦) Dans le calcul Aftronomîque, la marque dîftinftîve du So- 
leil eft 0> & celle de la Lune eft (^. 

(t) Le jour Aftronomîque étant compté d'un midi i l'autre, 
il eft zéro heure pour ce jour là , lorsqu'on compte Theure 
du midi dans le jour cîviL 
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laBtJtleftJfailL à o* • . ; . i* ai' 34*» 

latlcCIeaJuilLàiaï» • . . • • 46* 3" 

âlf. en ith « . • « é • \ « 35» 31'' 

dtf. en 6* • • • . • ... 17' 45^5 

4iff. to 31^ *..••... 8' 52",8 

lariLappr.CIeiJuai.à6^ . . . . 10 3' 48^5 

ladcappr.CleaJuilLàp'* . * * * • 54' 55% 7 
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long-ClelIuilLàia".;. 505a'47'' go ^/^ 

long. Ile a Juill. ào"" .7» 1 2" 37*50* *• aô'i 

loDg.(tie2jùill.kift*.7»i9«'ip'a7" ^âW' 

long.Cle3juilU o-.raS'pUa" ^^ ^'''^" ^^^''^*' 
donc ^ = 6' 48" ^ 408"; or pour 6^ nous avons de* 

montré 5* 211 que » = j^; donc rc = ^'rsss'^jf 

vnde correftîon à retrancher de la longitude approchée 
delà Lune pour <S^ du foir; donc k vraie lotigitude àû 
la Lune, à 6^ tems vrai de Paris ^ eft 7" 150 58' 38*% 5 
— ^5\S = 7' ^S*" 58' 13'- Pour 9k tems vrai de 
t^ârîs ^ nous avons b .= 408" , c =z ^^ d z=: ia ^ 

e = 4; donc ar := ^-^ = iJl. = ,5^ , , . ps^^coo- 

féquent la vfaie longitude de la Lune eft 7* 170 00' ft".^ 
-:,p';ir.7. f70 88'43".5. ^ ^ ^^ *^ 

latit.CteiJùiIl. kiai* . i-sfi* 16" P":5 ^"^'^* 

34 4* 

ladt.(JleaJofll. hô" . i«ai'34* 49" 

35'3ï" 
îtUlr.CîésJaill.îiia'' * ♦ ^6 3" 17'* ^ 



latit.Cle3JuiU.ko<« . * 16' ig 



^ 35' 48" fom. i 6'/ 
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ici, ^ = 66% &pour 6S « = j^ = •^«~ 4 , '• 

Les quatre latitudes diminuants conftamment, Ja correc- 
tion devra être'additive; donc la vraie latitude de la Lune 
, à 6h teras vrai de Paris eft i'' 3'48",5 + 4 , i = »* 
3* 5»' 6 auftrale. 
Poii PS j'ai k = 66", c = 9»,'^ = "2, e = 4; 

donc « = ;^^ = I* =i 3%ii donc la vraie latitude 

de la Lune à 9 tems vrai de Paris eft 54* 55",? + 3'» * 
= 54' 58"» 8 auftrale. 
Calcul pour le 2 Juillet à 6^ tems vrai de Paris. 

long, vraie C 7» 15° 58' 13" 
long, vraie © 3' if f 85^8 , 

diff. 4* 4° 50' 47"» « -^C 9,75<Î9a37 ' 
latit. vraie C 1". S' 5»".^ -^C 9» 9959*49 

fom. 9,7568485 qui 
eft le lûg. cof. de 55» 9' 38"; donc la diftaiice vraie des 
centres des deux aftres â 6^ tems vrai de P»is , étoit 180* 

— 55* 9' 38' = «»4° 50' aa*. 

Calcul pour le 2 Juilliet à 9'' tems vrai de Paris. 

long, vraie C 7* 17' 3*' 43".^ 

long, vraie O 3' 11° 14' 34^7 ^ 

difF. 4» 6" «4 8"»9 -t-C 9»773387«> 
latit. vraie (L . . 54'58",8£C 9*9999445 

- ^ fom. 9,77333*5 q"î 

eft le hg. cof. de 530 %6' 10''; donc ladiftance âes cen- 
tres des deux aftres à y»» tems vrai de Paris, étoit 180"» 

— 53° %6' 10» = laô» 33' 56". 

«25. La méthode que j'emploie, Monfieur, pourob* 
«eniren mer la connoiflànce très approchée de la longitude 
du vaiflèau par Tobrervation de la diftance de la Lune au 
Soleil, ou aux étoiles, n'égant que le réfultat des plus 
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•liniples prppofitîonsde trfgonoînéme fphérîque démontrées 
dans la lettre Xll; je vais fucceflîvement vous dévelop- 
per toits les procédés dont on fe fert pour'Tobfervation, 
les calculs préparatoires, & la nouvelle formule que j'ai 
trouvée pour avoir la diftance vraie des deux aftres. 

Ordinairement les obfervations de la diftance du So- 
leil à notre fatellîte, fe font par trois obfervateurs. L'ua 
obferve la hauteur du Soleil au-deffus de l'horizon , l'au- 
tre celle de la Lune, & le troifième la diftance des bords 
éclairés : cette obfervation repétée cinq ou lîx fois de- 
luke, afin que les erreurs qui pourroient s'être gliflTées 
dans chacune deviennent fenfiblement nulles , lorsqu'oû 
prend le moyen proportionnel à tous les réfultats qu'on 
-a obtenus, donne, fur tout quand l'obfervation des diftan» 
ces fe fait avec un cercle de réflexion, une precifion as« 
fez grande pour qu'on puiffè connoître la longitude dtt 
vaiflèau à tout au plus 15' de degrés d'erreur, ce qui nç 
fait que g lieues. 

%%6. Un feul obfervateur peut faire l'obfervation en- 
tière lorsqu'il a une montre à fécondes pour marquet 
l'heure jufte de chaque pbfervation; il obfervera d'abord 
deux hauteurs, du Soleil, deux delà Lune, enfuite pla- 
ceurs diftances des bords éclairés ; après quoi il ' obfer- 
vera encore deux hauteurs de la Lune & deux du Soleil ; 
il aura attention de mettre le moins de tems poflîljle entre 
. les obfervations , & que celles des hauteurs faites avant 
& après celles des diftances foîent à mêmes intervalles dé 
tems de l'heure moyenne à toutes, & qui correfpond à la 
diftance moyenne des disques: avec ces données là, il lui 
fera aifé de connoître par les parties proportionnelles les 
hauteurs des aftres pour l'heure moyenne de leurs dîftances. 
Cette obfervation là donnera des réfultats fenfiblemenc âuflî 
juftes que Celles faîtes par trois obfervateurs ,• je m'en fuis 
' fouvent férvi avec Aitant de fuccès. 

sa/. L'horizon fenfible eft comme vous lé favfe^ . 
J^onlieur, celui qui tangente le globe terreflxe au poinc 
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J>-dîrç poqr le moment où ces deux aftres font ^ Vhqnzcm 
de robfervateur ; ce qui eft fenfiblement fuffifant pouf le 
Soleil j ainii que nous le démontrerons plus bàs<» mais 
non pas pour la Lune; car à mefure qu'elle s*éléire au* 
deffqs de Thorizon^ elle fe rapproche de robfervaieur: 
en effet foie fuppofé ce dernier au point t du globe terreftre 
(fig. lo); lorsque la Lune eft au point l de fon orbite 
lel qu'en abaîfTant une perpendiculaire de fon centre fur 
le rayon tb de la terre, cette perpendiculaire lm pafle 
par le* milieu du rayon terreftre ; alors il eft évident que 
la diftance de rœil de rpbfervateur au centre de la Lune 
eft égale à la diftance de ce dernier au centre de la terre ; 
mais lorsque la Lune (en fuppofant qu'elle pailë par le 
2énith de Tobfer^^ateur^ eft arrivée au point a, alors il 
eft clair que la .diftance de Tœil de Tobfervaccur au centre 
delà Lune fera égale à la diftance des centres qà — le 
nyon'dela terre bt; donc ce fatellite fe fera rapproché 
de Tobfervateur de depuis fa première pofition en l d'une 
quantité égale au rayon de la terre ;: & de fa poficion en 
N à l'horizon fenfible t n , d'un peu moins que le rayoi^ 
de la terre,' car il eft clair que tn < tl, puisque cette 
dernière ligne eft la diagonale d^un trapèze dont tn 
n'eft que la petite bafe: ainfi , Monfieur, puisque les 
diamètres apparens font en raifons inverfes des diftances^ 
la Lune doit nous parotcre fous un plus grand angle ^ 
mefure qy'ellç s'élève au-deflùs de i'horizon (*). On 



C^) Cependapt le disque de laLune paroit à la vue, beaucoi^p 
p'us gçand à Thorizon qu'à \ine certaine hauteur: la raifon ei^ 
è(i, ce me femble, que dans la première pofition nous voyons 
cet aftre derrière une plus grande roaffe d'air ambiant (comme 
nous le démontrerons au §: 234) qui par le mirage nou& le fait 
paroltre moins brillant , mais d*un plus grand disque ; ainfi qu'uD 
corp plongé. dans l'eau, nous paroit ^'une ifurface plus çrandçque 
ççile qui lui eft naturelle: ou> ainfi que dan§ un joUr de brouii« 
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trouve dans la connoi(Iànce des tems une table qui fait 
connoître raugraentation du diamètre horizontal de la 
Lune pour tous les degrés de hauteur apparente. Je vous 
ferai connottre la théorie de la conftruélion de ces ta* 
bles au $. 237. 

aji. Ce que nous venons de dire relativement 'à Taug- 
tnentation du. diamètre horizontal de la Lune à mefure 
qu'elle s'élève au-ddius de ^horizon, poùrroitaufli s'ap- 
pliquer au Soleil; mais ce dernier aftre eft à une- fi grao- 
de difiance de la terre, que Ton rapprochement de l'ob- 
fervateur, fut-il de tout le rayon du globe terreftre, aug* 
mente de fi peu la grandeur de Ton diamètre apparent, 
que cette augmentation eft fenfiblemeat nulle ^ aufli la 
néglige-t-on. 

1232. Connoiflant ainfi les diamètres apparens des aftres 
pour le moment de l'obfervatîon (*^, T)n en ajoutera, 
ou retranchera les moitiés des hauteurs obfervées, fiii* 
vant qu'on a oblèrvé les hauteurs des bords inférieurs, 
oufupérieurs ^ f ) ; & on a parce moyen les hauteurs appa« 
rentes des deux aftres. 

Pour avoir la diftance apparente des centres des deux 
aftres, on ajoute à celle trouvée des disques, la fommedes 
deux demis diamètres. 



lard , les objets que le rapprochement commence à do^ faire 
appercevoir» ne nous paroiffenc plus fous leurs vraies formes^ 
mais beaucoup plus grande* 

(*) Qn fait que tous les éléments pris dans la çonnoiffancç 
des tems, &ruje(s par leur nature à des variations continues, tels 
que les diamètres apparens des aftres , leurs parallaxes horizontal 
les» déclinaifons , longitudes &c. doivent être réduits d'après la 
longitude ellimée du lieu où on eft, à l'heure du vaifteau. 

et) Ordinairement, on obferve la hauteur du bord' inférieur 
du Soleil , & fupérieur de la Lune ; les obfervadons ça fon( 
plus juftes, 

î^5 
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$33- Telks (ont les méthodes dont oa fe ferc peut 
avoir le$ hauteurs & diftances apparentes des deux 
aftres; mais' pour obtenir leurs hauteurs vraies, il y a 
encore deux correâiqns à faire aux apparentes; i^'. celle 
de la réfraélion , a^. celle de la parallaxe de hauteur : . 
occupons nous d'abord de la première. 

Le globe terreftre efl comme vous le favez , Mon- 
fieor, entouré d'une maOè fluide & inviCble 4e molécu-* 
les très fubtiles» élaftiques, qu'on appelle attn^sphérc^ & 
dont la denfité aug^meme toujours en fe rapprochant: 
vers la furface de la terre: les rayons de lumière fSf^l^ 
traverfant Ç^^ fe réfringent, de manière qu'aulieu.de 
venir à nous en lignes droites, ils éprouvent une.cour* 
bure qui nons fait paroître Tadre qui les j'ailUt plus 
41evé qu'il n'eft reniement ; ^tte courbure eft d*aucanc 
plus grande que la partie de Vatmosphére qu'ils ont à 
traverfer eft plus confidérable ; c'eft pourquoi lorsque 
l'aftre eft \ l'horizon, fa refraflion eft la plus fone pofli- 
ble; car foit te le globe terreftre (fig. ii}, anrofa 
la limite de l'atmosphère, t le lieu de Tobfervateur , 
Ts fon horizon fenlîble, s le centre du Soleil; il eft clair 
que l'aftre étant dans cette pofition>ci , fes rayons qui 
parviennent à l'obfervateur traverfent une plus grande pa]> 
tie RT de l'atmosphère que quand il eft parvenu au point 
Bfi, pofîtion dans laquelle fes rayons ne traverfent plus 
(;ue la panie nt de Tatmosphére, plus petite que rt: 
& enfin plus l'aftre s'élève au-deflbs de l'horizon, plus 
auffi la partie de fes rayons plongés dans notre envelop<^ 
pe ambiante diminue; & (i le Soleil pafle au zénith de 
l'obfervateur, alors il n'y a plus pour celui-ci deréfra- 
ûion, parce que les rayons de lumière traverfent pérpen-» 



(♦) Voyez la féconde note du J, ato. 



M AT H É M A T I Q U E S- ^93 

/^culâreBiciiit la partie de Tatmosphére qui eft Au-deflas 
de lui. 
_ I)*après plufieurs obfervadons fakcftfur les xéûz&iq^ 
par quelques favancs , & en différend^ point du g(ob« 
terreflre, on a trouvé que Ja moyenne e(t à-peu- près de 
3a' lorsque Tattre eft à rhorîzon: ainfi quand au lever^ 
ou coucher du Soleil le bord fupérieur de cet aftre la^ce 
le premier ou dernier jet de lumière » il eft à sVau'de^ 
f0^8 de rhorizoD, 

Larèfraétion 4^c cauféepar la denfîté de raaoQspbé^ 
xe, elle doit être plus ou moins cçtuficiérable fuivant q^e 
la malTe d^air ambiant q^^traverfentles rayons de luriiiène 
eft plus ou moins denfe; or les baromètres embarqués à 
bord des vaiffeaux, déterminent de cpiçbien la denficé 
aftuelle de l'atmosphère diffère de la moyenne ; cette 
différence déterminé celle que doit éprouver la réfraftioii 
moyenne, qu'on applique à cetje .derrière comme cor- 
reètion pofitive ou. négative. 

£ y a ordinairement dans la connoiflance des tems une 
table de la réfraflion 4noyenne des aftres pour tous le de* 
grés de hauteurs; & une table de Ja correètion à appli« 
quer à cette réfraiftion fuivant le degré d'èlafticité de Tair» 
que méCur^ le baromètre. 

«34, DeuK obferva(eurs placés è une grande diftance 
l'un de Tautre iur la farface de la terre, doivent évidem» 
ment lorsqu'ils appercoivent en même tems un aftre, le 
voir chacun corrdpondre à un point différend de la vou» 
técélefte; & un troifième obfervateur qui feroit placé au 
centre de la terre veroroit par-conféquent aufli l'aftre cor- 
refpondre k un troifième point du ciel diffèreiid des deu& 
premiers. Cette différ^ce des points céleftes où paroit 
correfpondre un aftre vu de la furfece & du centre de la 
terre s'appelle la ^^rr^/foiv^;' elle eft fumpmmée horizon- 
tale, lorsque l'aftre eft k Thorizon de l'ob&tvateur, Ôe 
• elle eft alors la plus forte pofflble. 

Jioic TP le globe terreftre (fig. lo); t le lieu de 
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robfervateur; tne, fon horizon Tenfible,- n lé lieu âe 
raftre,' il eft clair que celui-ci vu du point t iracorre- 
fpondre au point è du ciel , & qiiè vu du centre B du 
globe, il correfpondra au point Q-du ciel; aînfî la révo- 
lution diumè des àftres^fe faifait autour du centre b de 
notre planète, & non pas autour du point t pris fur la 
furface du globe; on voit clairement que lorsque la diftance 
apparente de Taftre au zénith fêta Tangle droit a T M ^ 
elle ne fera reellementquerangleaiguABN,orla différence 
de ces deux angles eft celui tnb , qli'on appelle par cette 
raifon , Tangle de parallaxe horizontale. Il fera biea 
aîfé de trouver fa valeur; car dans le triangle btn , ftiî, 

S(tnb) = Ifi: ou, en appellant /i la parallaxe ho* 

rîzontale, r le rayon de la terre, & ^la diftance des çemr 

très, nous aurons S j> = ^ • 

On voit clairement que Tangle de la parallaxe horizon* 
cale d'un aftre, fera plus ou moins grand, fuivant que ce 
dernier eft plus ou moins près de la terre ; ainfî la Lune 
étant de tous les corps céleftes celui qui eft le plus près 
de nous, doit avoir la plus grande parallaxe ; le Soleil , 
Mercure & Venus qui font à une ipême diftance moyenne 
de la terre, ont la même parallaxe moyenne, mais beau* 
coup plus petite que celle de la Lune écanc environ 450 
fois plus éloignés de la terre que notre fatellite: quant 
aux quatre planètes fupérieures. Mars, Jupiter, Saturne 
& Herfchel, leurs parallaxes font très petites; & on n'y 
a égard qqe dans les calculs le$ plus exafts de TAftrono- 
mie. La parallaxe des étoiles étant infiniment petite, eft 
regardée comme nuUe^ 

as5. U eft aifé de voir que Tangle de parallaxe diminue 
k mefure que l'aftfe s'élève au-deflîis de l'horizon,* lors-^ 
qu'il eft en f, l'angle tfb de parallaxe eft plus petit que 
celui de parallaxe horizontale tiiq; enfin lorsque Tî^re 
çft au zénith a, il n'y a plus de parallaxe.. 
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l^oxsque Tallre eft à une certaine hautenr F, Tangle 

TFB s'appelle Tangle 4e parallaxe ()e hauteur: cherchons 

en ï'expreflion. Dans le triangle reftiligne obliquangle 

».TF nous avons bf : ftT : : S(ëtf) : S(BFT)r; 

ou.en appellanc t la parallaxe de hauteur, & laiflànt au 

rayon de la. terre, & k la diflance du centre de Taftre & 

celui du globe terreftre les mêmes dénominations que dans 

le paragraphe précédent; on aura d : r ::,S(btf)j 

Sfi^ îtials nous avons vu f. 234 que //: r :: 1 : Spî 

donc I :Sp]L :SCbtf} :S%\ or S(btf) = S(atf) 

= C A (en appellant h la hauteur apparente^de l'aftfe) 

donc 1 : S^ :: Ch i Si ^ ^ conféquemment Si = 

SpCh ; donc le Smtis de la parallaxe de hauteur eft 

égal au Sinus de la parallaxe horizontale multiplié par le 

CoQntxs de la hauteur apparente. 

agôé Mais on (ait que la figure de la terre eft celle 
d'un fpbéroïde applati aux pôles, figure quef doit pren- 
dre tout globe fluide qui tourne, fur un axe , comme 
Newton Ja démontré; ce célèbre Philorophe a trouvé par 
la théorie de la péfanteur, que la différence des arcs, ou 

rapplatiflèment de ce fphércîde devoît être — ; c'eft-à- 

dire que le rayon de la terre fous Péquateur eft à celui 

fous les pôles, ou le i axe , comme 130 : 229 ; par* 

conféquent les méridiens terre^res font des ellipfes qui 
ont pour grand axe le diamètre de Téquateur , & pour 
conjugué Faxe de la terre; donc toutes les lignes menée$ 
du centre à difi^érends points de la furface du globe terres- 
tre^ que nous appellerons toujours pour le préfent rayons 
de la terre, diminuent de longueurs à mèfure que. les la- . 
titudes augmentent; d'où' je conclus qu^ puisque une des 
fondions de Texpreffion de la parallaxe horizontale %. 434 > 
eft le rayon de la terre, les parallaxes horizontales à mê- 
ine§ dîftances des aftres^ la terre, ne font pas égales par 
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différentes Ittitudes. Soie le rayon de la terre par une 
certaine latitude =r A; la parallaxe horizontale par cette 

latitode = /; Qoas aurons / =; j $• 233» donc d =s 
|- r mais r étant le rayton de la terre fous réquateuf» & 
^ la parallaxe horizontale équatoriende^ on a ^ = -^j; 
donc ir = -,&y^ ^^^' équadon de laquelle je 

tire ^ as ^ X - : ainfi la parallaxe horizontale par une 

latitude quelconque eft égale à la parallaxe horizontale 
équacorienne multipliée par le rapport qu'il y a entre le 
rayon de la terre par la latitude de robfervatéur, & le 
rayon de la terre fous Téquateur. 

Avec la formule que nous venons de donner, il fera 
aifé par le moyen de tables où font déterminées les diffé- 
rences du rayon équatorien de la terre à tous ceux qui 
tiboutiflènt aux quatre-vingt-dix degrés des quarts de 
méridiens compris depuis Téquateur jusqu'aux pôles C*)t 
de connoitre la parallaxe horizontale par une latitude 
quelconque , & d'en conclure la |)arallaxe de hauteur de 
l'aflre. 

237. D'après ce que noUs venôîTs de démontrer, vous 
voyez, Monfieur, que connoilTant la diftance du centre 
de la terre k celui de la Lune, il fera bien aifé de con- 



(*) Pour connûltfe la théorie de la tonftruftîon fc cè^ fa- 
bles, il faut être au fstic du calcul infinicéûmal ; c'eff pourquoi nous 
ne traiterons cette matière que dans la lettre fuivatite ; nous étant 
fait une loi de ne rien mettre dans celle-ci que ce quieft à la 
(ôltéé de Cous les commençants. 
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noVreladîftance de cette dernière à robfervateur, pour 
tous les degrés de hauteurs de ce fatellite au*de(Ius dé 
rhorizon; cardans le triangle reâilîgne obliquangle bw 
i^fig. lo^ on connoit l'angle F qui efl: celui de la paral- 
laxe de hauteur, §. 035, & par-conféquent l'angle b, 
en retranchant de l'angle atp complément de la hauteué 
apparente celui de la parallaxe de hauteur : on connoit 
auffi le rayon de la terre bt par la latitude de l'obferva- 
teur S* ^3^9 ^^"^ ^^ appellant m la diflance cherchée, 

on aura m = — g^ ■ • Connoiflint cette diflance 

f» , on trouvera facilement la valeur de l'angle fous lequel 
doit paroitre le diamètre apparent de la Lune par fa hau«- 
teur au-delFus de l'horizon. C'eft la démonftratioa 
que nous avions promife à la fin du $• 230. 

Avant d'aller plus loin , nous remarquerons , Mon- 
fieur, que d'après tout ce que nous avons dit fur les cor- 
reftions \ faire aux hauteurs ^bfervées pour avoir les 
apparentes, & à ces dernières pour avoir les vraies, elles 
ioBt toutes dans le fens verticd. 

238. En ayant les hauteurs apparentes des centres des 
deux aftres, & la diftance apparente de ces mêmes cen-* 
très, on aura, en prenant les compléments des deux pre- 
mières, un triangle fphérique obUquangle formé au zé- 
nith de l'obfervateur, dans lequel en connoiflànt les trois 
côtés ^ il fera ai/ë par la formule analytique %.tiiij de 
connoître l'angle au zénith formé par les compléments 
des deux hauteurs apparentes; appliquant à ces dernières 
les correétionsde la réfraâiion %. 233, & de la parallaxe 
de hauteur $» 235, ou plus exaélement §. 236, on aura 
les hauteurs vraies des deux aftres, dont les compléments 
avec la diftance vraie des centres, forment un triangle 
fphériqub obliquangle dans lequel on connoit l'angle au 
zénith déjà calculé, & les deux côtés qiiî le forment; on 
poorra donc trouver le côté oppofé, c'eft-à-dire la diftan- 
ce vraie des deux centres par les formules du S. 214; 
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mais cette méthode exigeroit le calcul de pluCeurs fôrmU- 
lés différentes & feroit allez longue; M', de Borda les 
à fondues & réduites en une feule très élégante dont vous 
pouvez lire là démonftrantîon dans l'ouvrage de ce géo- 
* métré fur le cercle de réflexion , ou dans la connoiflance 
des tems de 1780 page 25p. Voici une auti^e méthode de 
réfoudre le même problême pour le moins auffi élégante 
<jue celle citée' ci-delTus, & iufceptible ci'une démonftra* 
rion beaucoup plus fimple ,' & par-conféquent plus à là 
{>ortée de tous ceux qui par état fcmt obligés de calculer 
fréquemment la longitude en mer^ 

Soit m la hauteur apparente d'une étoile , qu du centre So- 
leil, i« fa hauteuf vraie, ;^ia hauteur apparente du centré 
de la Lune, e/*fa hauteur vraie, q la diftance apparente des 
centres des deux aftres, & x leur diftande Vraie : foit 
encore le triangle fphérîque lzp (^fig. ift^, formé au 
Zenith ^ de Tobfervateur par 2p, complément de la 
hauteur apparente du Soleil = 90^ — m^ zi complé* 
ment de hauteur apparente de la Lune = po® -L », & 
3KP diftance apparjcnte des centres =l q : Soit de plus 
zp le complément de la hauteur vraie du Soleil = 90* 
'. — «, zl' le complément de la hauteur vraie de la Lu- 
ne = 90* — «^, & L p' la diftance vraie des deux cen* 
très = i^î dans le triangle Iphérique oblîquangle lzp y 

,'ai S^- = s ( ^ S( ^ ^ ) 

SzpSzl . 

§. ai8; ou fubftituant dans le dernier membre dé 
cette équation les valeurs afïîgnées çî-deflus aux trois 

côtés du triangle fphérique lzp/ on a S'-=s 
S M + n^m\ g (^^ + ^ — ^ j ; ou faîfant coûïmé 
CmCn 

au §.218 ^-|.f»+^ = Q, & pour encore plus defim* 

plicî* 
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t>\icité ^ ^ m = h & 1^ — » = /; ôotis aurotS 
S'^ = #3i,- miis.Cz :^ i - aS^S S.ï58;dond 

Ci =i: 1 — ^^ ■ Of datB le triangle TphériqUé 

t'zp'; j'ai C(iiV) ôivCa? =: ezS(zOSC2P') + 
CCzlO^Czp) 5' *'*6 ï" ovt fubllîtodpt dans cetré 
■équatiÔB I^ valeui* i^aé iiotas yenotis de-tronverà Cz; 
& celles aiSgnées aux trois côtés du trkngle fphériqua 

i>V,'onaura Cx z=- (* f ^^) rC-C*^ +S«SdP 

y , ' Lx W C< « 

S-Si' == ce «—/) s, I55i dons Cx = C(«— J») 
^ 8S^S^Ç*Cf^ Telle èft m'a formulé de foluùofai 

ceÛe de M' ie jBorii en failànt ^ + ^ + '^ == jj 

l 

toonfttadon en pourra être entendue airémenÉ par tous 
ceux .qui auront lu avec attention ma tbébfie fur lés tfigd- 
éométries. 
' Déreloppoins aSuelIeraènt riotre fotmule àdn d*en rendre 

ru^plMcommode?foit%poféC»4'= o°»t^>-!-, * 

; W 5$ ==.Fi ^ C^^)', donc5ib =y{ o^iTc^iM 

6 
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moltipliam tous les ternes de cette é^oadon par yç\»-*'), 

j'ai S.^KCT^7r=K(C(-^)--^^l^')î 

or tout ce qui eft fous le radical du fécond m embre de 
cette équation eft = Cx ; donc yCx = S(py.C (»-</•> 
traduiiànt cette dernière équation en logarithmique 9 
ainft que celle qui exprime la valeur de C^4) 9 j'aurai 
ILC X = |XC(« — iT) + LS(p & LC<p = 
2(0,3010300 + L St + LS/ + LC« +XCJ> — 
Z C» — /^ C« — Z, C (» — /)). 

239. Connoiflant la diftance vraie des centres des deux 
aftres pour le moment dé Tobfervation, on la compare 
intermédiairement avec deux diftances de ces mêmes aftres 
pour Paris prifès dans la connoiflànce des tems ^ ou calr 
culées par la méthode que j'ai enfeignée $. 221 ; la dif- 
férence entre eelles-ci^ & d'une d'elles avec la calculée 
par obfervation, ainfî que le tems d'intervalle entre les 
deux premières qui eft 3 heures , fervent k trouver par 
les parties proportionnelles, l'heure vraie de Paris dans 
Tinftant des obfervations : enfuite on calcule l'heure vrafe 
du vaiflèau pour le même inftant , & la comparaifon des 
deux heures vraies fait connoitre la d^érence des méridiens 
& par-conféquent la longitude du vailFeau. Mais avanc 
de vousenfeigner, Monfieur, comment on calcule l'heure 
vraie du valifêau , je vais vous donner un exemple de l'ap- 
plication que j'ai faite de ma formule $• 2389 fur une àfi 
mes obfervations. 

Le 7 Juillet 1789, étant par 31* 3' de latitude Nord, 
& 350 16' de longitude eftimé à l'Oueft de Paris, j'ol>- 
fervois à 12^ 48' heure moyenne de ma montre, la dis- 
tance de A pégafe au bord éclairé de la Lune le pliis 
voifin de l'étoile : la moyenne des flx obfervations que je 
ils, me donna pour la diftance apparente des deux a(];res, 
c'eft- à-dire quand j'eus ajouté à Tobfervéele demi diamèct^e 
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èèlà Lita« C*)j 56^ èS'i la hàufceui' apparente de là 
Luiie étoit 41*^ iV 4P'^ ft hauteur Vraie 41^ 55'* la 
haiitetilr api)alrente de rétoîle étoît 46** 53' 20'*, fa hau- 
teur vraie 460 52' 30'' Donc q = 5e** 28', ^ =3 

46^ §3' î^o ^ » = 41^ 14' 40% > = 46^ 5^' 30% 
& ^ = 4i<* 55 ; aînC i^ = »^+/*4-^= 1441^ 

36>, ^ si 7a** ^8^ I — I» ï=: è 22i as^ àV 4o*% ^ 

% — *£S/= 31^ 3' ao**. Ayant toutes les donnéeë 
iaétetTaites poiir le ealcd ^ éQ voici le typei 



4 ' ^*y Nôd* b'arôns pas égard aux diamètrw a{)^aréo^ des étoiléS, 
ft caûfé de leur extrême petitefife : en eff'ét op eft fur que cqllei 
jnème de la première grandeur n*Gint i^as une Féconde de diamètre 
,i8ppârent, car en obfervant loccultation d*Uné d'elles parla )Lune^ 
elle cà fi prompte & l'étoile eft fi brillante àii moment ph elle 
dîsparoit, qu'on eft lÛr qu'elle nd refte pas depiiîs l'inftant dii 
contaft appa^etit des deux bprdi i celui de l'immerfion totaië . 
i", ? de minute, ternis qùeTé^oîIe refteroît â-peu-pres pour ,dîsi 
t^aroîcre aux yeux de robfervateirr fi elle avoît i" dé diamètre 
apparent; ainiî quoique ces afti'es nous paroiJGTent 4 la tué fimpjë 
être d'uti aùf!] grnnd diamètre que quelques planètes 9 c,é n^eft 
purement qu'une illufion produite par la fîntiliatton À qui d fot* 
temcnt trompé quelques grands aftronoities, car Éepkt eftimdit \é 
iïîainètre apparent de « SiritoS de 4 minutes; RitM, l^cÔiiWil 
de it\ k Caffini de 5". 



A 
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o»Soio30d i 

b =a5*i4'4o'' . * . 1^89,6325690 

/ =310 3'2o" . . . iS9,7ia^394 

r« =46^5a'3o'' • • • «^C 9,8347962 

i«r=:4i''55' o" .'.. ZrC 9,8716414 

«-c/* = 4<>57'3o"com.dr.ZrG 0,0016233 

m=46°53'a^"coni.ar.ZrCo,i653i53 ; . ., 

n =.4i''i4'40"com.ar.ZrCo,i238378 

Sorti. 5^,6433574 • . 

iSom. 9,8216787 IC4)=48^27 G^ 

9 =48*si/ 6" Z S 9,874*317 
«- J» = 4^5/30" jZ C 9,9991858 

Som. 9,8733 175 
le double 9,7466350 

^ ^ ^ diff. 5'32''log.IogÎ5.i5i*S 

difl:.p.Par.de([à«pég.ài5ï»56«^io'3o'' _ , .^ , • 

^ • diff:ioû747'log.logis. 3119 

idem à 18^. . . . • • 5404a'43'' difF. 12004 

q»ieft le logarkhme logistique de 11 ''21"; 6r les dïftan- 
ces des deux aftres diminuant à mefure que les cems aug- 
mentent , j'en conclus que l'heure vraie de^ Paris dans 
hnftant de mon obfervaiîon écoît 15^ 11' ai". 

s 40, Remaeque I. Aulieu de retrancher tie" la 
fomme des cinq premiers logarithmes , les logarithmes 
Cofînus de » — J', w, », il eft plus fimple d'ajouter les 

compléments arithmétiques de ces logarithmes ,, en re- 
jettant de la cara^ieridique de la fomme totale , autant de 

dixaines qu'on a ajouté de compléments arithmétiques" 4e 
logarithmes » ce qui , comme vous le (avez , Mon- 

fieur, eft la même chofe, car généralement a -- e zzz 

a '\- c — (^ + cy 

!t4i. Remarque IL ConnoilTant la dfthnce vraie 

te des deux aftres, le calcul exige, comme nous Tavons 

déjà dit , de prendre pow Paris deux diflances vraies deê 
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,^6\^x oftre^ l'une plus grande & Tautre plus petite que 

[x^ ensuite appel lant la première ou la féconde indiffé- 

jèminent a & Taucre e^ de faire la proportion a — e 

ràpproçhemeni; oU; éloîgnement de deux ^ftres pendant 

J'efpacede 3 heures ou 10800" de tems, eft à ce mêoie 

^ téms , comme a — x rapprochement ou éloigmement 

l^ibfçrvé des deux allres eft au tems que ce rapprochement 

lou éloi^ement doit employer pour s'effeftuer. La re- 

' cherche de ce tems là exigeant l'addition de deux loga- 

lithines, & de cette fomme la fouftraftion d'un troifième 

. logarithme V ou bien l'addition du complément arithméti- 

I que de ce dernier aux deuîc premiers; on a imaginé pour 

abréger le calcul, que puisque les diftancen des aftrea 

inarquées dansgla connoiiTance des tems Tétoient à des 

époques diftantes "entr'elles de 3 heures, ou 10800" de 

Hems, & que l'eloignement, ou le rapprochement des 

deux aftres pendant les' trois heures ne pouvoient pas 

excéder 3^ ou 10800" de degrés, on a dis^je, imaginé 

'de prendre les compléments arithmétiques de tous les 

nombres plus petits que 10800 , au logarithme de ce 

I dernier nombre q,ui eft 4,0334238, & on a formé de 

.ces logarithmes furnommés ïogiftiques des tables ; ce 

I qui récrit tout le calcul indiqué ci-deflus à la fimple foua- 

tr^aion du logarithme logîftique du plus grand nombre 

y 4t celui du plus petit; la différence eft le logarithme 

j(og^ftique du nombre de fécondes cherchées , ces loga*^ 

r rîthmes ne font ordinairement marqués dans les tables 

i qu'avec quatre ou cinq chifres, compris la carafthéris* 

tique, . ce qui eft d'une précifipn fenfiblement fuffifaote ; 

5infi le logarithme logiftique de 54-9 eft. 4, 0334 -^ 

0,7396 = 1,293?- • 

a42. ConnoilFant l'heure vraie du lieu d'où l'on compte 

Je premier méridien dans Titoftanf de l'obfervatîon ; on 

calcule>our le même înftant l'heure vraie du vaifleau, ce 

mi efl.trèsaifé à. obtenir; car cotmoiffaht la latitude du 

îeu de l'obfervatibn, la déclinaifon de- Taftre & fa hau- 

O 3 
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teur vraie, on cpnnoîcra en prenant lés compléments jb 
ces crois chofes connues , l€s crois côtés du triangle fphé- 
rique fprmé par la diftance du pôle élevé z\x «énich & aq 
centre du Soleil ou à l'étoile, & la diflauce 4e l^flre aa 
zénith; par-conféquent on pourra trouver la valeur de 
l'angle formé au pôle élevé par le méridien de Pobferva- 
leur^ & le cercle de déclinaifon du Soleil ou de Técoiiej 
^ eft évident que cet angle là eft rhoraire de Taftre dorit 
on a obrervé la hauteuf; car il a pou^* mefure IVç db 
réquateur compris entre fes câ^és; cet arc là rédqit ea 
fïegrés à raifon de 15» par heure, donne H vraie diftance 
f n tems ^coulé depuis le pafTage de l'aftre au meridieq 
du lieu de robfervation jusqu'^ rinfhnr où on a obfervé, 
fx, par-çonféquent l'heure vraie du vaifllau, (i c'eft Iç 
^olcfl dont on a obferyé la hauteur; & ii c^eft une étoile 
on prend ^a diQ^rence de fon afcenfion droite avec celle 
dp Soleil, ce qui fait connoître la vraie pofitîon afcenfion- 
Délie relative des deux ^res l'un par rapport à Pautre , 
ç'cft- à-dire l'angle que fprment leurs deqx cercles de dé? 
çlinaifon au pôle, & par-çpnféquent on connoit Tanglc 
formé S)u pôle par le cercle de déclinaifon du Soleil & le 
méridien , puisqn\)n a déjà calculé celui formé par H 
cercle de déclinaifon de l'étoile & le méridiep. 

poit f? la diftance de l'aftre au pôle élevé, c'eft-à-dîw 
au pple de l'bémifphére dans lequel fe trouve l'obferva- 
teur, / la latitude du lieu de robfervation , & h la haut 
teur vraie de l'aftre au-deflîis de l'horixon. J'ai en meç» 
fant les compléments des deux dernières quantités dans I4 
formule du S.a^S av^ntfarédudlion, ôcenappellant y l^nr 

glehQraire,PéquationCjf= -^^^^g_— ^^_-J 

- ^-^-^sm^' "«» S.Î = l:^ s. m- ^ 
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y /c(^Af±^^)s(£±^)y- ce qui eftl, 

formule cherchée. 

243. Fàifons Tapplication de cette formule fur Texem- 
ple fuiv^nt. 

Le a Juillet 1789, je trouvai par la méthode du 
J. Î1389 que l'heure vraie de Paris dans Tinfliant ou j*ob- 
fervois la diftance du centre du Soleil à celui de la Lune 
étoît 7^ 10* ai": voici comment je calculois l'heure vraie 
du vaiflTeau pour le même inftant. 
Iatic»duV«« . 28^19' o'^cora. an. LC 0,0553499 
dift* pol. O ÔY"" o'io"com.arî.Z S 0,0359650 
liaut.vra. O j[£^3£5o" 

Som.iai^'ss' o" 
JSora. 60^5630'' . . . iC 9,6863676 
|Soi!U-h.v.O 34?aa'4Q'' . . . LS 9^7 $17769 

Som. 19,51294594 
^Som. 9,7647*97 qui eft lé 
Jog./tn. dudemîangle horaire du O = 35^ 34' 23" 
multiplié par 8 

heure vraie du vaîfleau • • • . . 41» 44' 35" 4'- ' 
heure vraie de Paris 7^ 10' ai'' 

diff. fik 25' 46" 
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a44. Quoiqu'on puiQe faire les obfemtîons nçélurne; 
de longitudes, exaftement cotrirae celles de jour* en obr" 
fervanc les diilances d'une étoile au bord epl^iré 4e la 
Lune, & les hauteurs .des deux aftres ^u-dedùs de Tho- 
rizon; cependant à caufe de la difficulté qu'on a la nuit à 
bien diftingner Thorizon & par-conféqueut à prendre de 
l^oqnes hauteurs des aftres, on Qp^e difFéFémfnenç^i & 
aûlieu de calcule^ les angles horaires ces deux aftrés par 
leurs hauteurs vraies, oti calculç ççs dernières par la la- 
titude du vaiflëau, les angles horaires & diftapces polaire^ 
des âçux aftres; connoif^nr lep baiaceprs vraies de cenx- 
ci on en conclue les hauteurs apparentes , en faifanc aux 
premières l^s roémeç correâionsv ipais k l'in^erfe de celles 
qu'on faites aux apparences pour avoir le$ vraies, c'eft-^- 
dire qu'on retranche de la hauteur vraie de la Liine H 
parallaxe de hauteur -^r- laréfra^ion, & qu'qn ajoute ^ 
la hauteur vraie de Técpilçi la réfraftion, Ainfî la nuîc 
on n'obfçrve qu^Ia diftançe des deux aftres, & on çalcuJie 
leurs hauteurs apparentes; mais ce dernier calcul néceSîte 
la connoiflànce des angles horaires des aftres dans Tinflanç 
' de l'obfervat^on de leur diftance. Or voici les opérations 
lîéceflàires pour obtenir cette connoiflànce. On prend 
dans l'après-midi qui précède- là îjùit où l'on veiic oh- 
ferver plufieurs hauteuts du Soleil au^deflus de UhoHzoâ 
au moyen desquelles op calcule plufieurs angles horaires 
ibkîres §• 24»/ & qui fervent à faireconnoîtrè ladiSéren- 
ce de l'heure vraie du vaiflèau à celle marquée par une 
montre à fécondes dont l'obfervateur eft fupj)ofé munf: 
ces précautions prifes & execntées avec la plus grandie 
cxaâitude pôfiible, uon masque .dans le cems des obiècva* 
tîons des dift^ncps de Uétojle.à la Lunp, l'heure précîfe 
lie la montre à chacune d'elles ,• après cela prenant la 
moyenne proportionnelle entre toutes les heure§. marquées 
par la inqiiitrQ, & la corrigeant^de la différence du tetns 
moyen au terfis; vrai depuis lés Qbrervatîons faites âan| 
l^près-miàî'précédent des fauteurs du Sôleûi'flc du cbe-. 
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itiiQ fâk en longitude depuis les ipâtn^s époques ^.çon«c 
verti en cems; on aura fenQblemenç le vrai angle horai- 
re folaîre pour Tindan^ de Is) n^oyenne proporcioQellç[ 
de3 obfervadons des diRances (^ ré(oiIe ^ laLqne, d'où^ 
Cffi çonclaera par l^s diiTérences ^fcenfionnelles de ces; 
deux aftres au Soleil , leurs angles horaires. On connoiç 
dans ]e tyîangle fphérique formé par le complément de la 
latitude du vaiflèau,* là dîftance du pôle ékvé à l'a(h^& 
J^e complément de la -hautenr- vraie de celui-ci, les deux 
premiers côtés & J'anglç qu'Us forment au pôle ; on 
pouna donc calculer lé tiroifième côcé qui eft la diftance 
vraie de Taflre au zénith de robfervateur par la méthode 
4u 5* ?'4» J^H^ préférable à celle que donneM^. de Bor^ 
éia dans fon ouvrage îur [le cercle de réflexion; car cette 
4ernîère efl infiniment plu» Tongue que la notre. 
;. En effet foie fuppofé que dans le triangle (phérique éâ 
flueftion, on abaifle de l'angle formé au zénith de Tobfçr- 
vateur un arc perpendiculaire fur le. côté oppofé, c'eft-à- 
•dire fur la diftance' de Tétbilé au pôle élevé; appelions h 
4e premier filment tout le refta 'comme au J. 242; par- 
conféquent.le fécond fegment ftra rf — ^j cela pofé, 
f>na T^ =,QTC9oo^/) = 0p/, & CCpoo-^) 

l_ cr9o°~/)cc^^^^)' ^„ «^ _ s/cc^~^S 
= cT"^ — ^' ^" ^* -' ey ^ 

Rpi\f4RQf;£. I^a perpendiculaire abaiffée de l'angle 
formé au zénith far lâ dîftance du poîe élevé à l'étoile, 
tombera toujours en-dedans du triangle , car les complé- 
ments delà latitude du vaiflèau & de la hauteur vraie de 
J*aftre font évidemment des arcs plus perits que 9o<>; donc 
les angles parallaftiqlîe & horaire qui leur font QppojTé^, 
*p3nt de même affeftion ;. donc h étant le premier feg- 
nierit, d — ^\ fera toujours le fecpnd. 
^^ 246. Faîfonsi'appKcarion de notre méthode fur l'exera- 
*t)le lui vaut. 

Le: 7 Juillet J?:89..icaht,p^^ 31? -3- de latitude noïd, 

O 5 . i ^ . 
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& par 35* i6' de longitude eftimée Otteft, je fig 3( 
I ftï» 50' %\ heure vraie du vaifleau , une obfervanon de 
la diftance de « pégaze au bord éclairé de la Lune le 
plus voifin de Tétoile ; voulant connoitre les hauteun 
vraies & apparentes des deux aftres^ voici le calcul feur 
lement pour l'étoile; 

lonpt.cftî. duV*»=35«, 16', réduite en tems= a^'ai' 4" 
heure vraie du V«* = \^Kfi%ii^ 



heure vraie çftimée de Paris = . . .\ . . • is^^ii'ag" 
afcetifion droite O le 7 Juîll* au midi de Paris = 7^ 7' 56"^ \ 
afcenfion droite © le 8 Juill. au midi de Paris s= 7^1^' i%9 

dîffiîren, en 24 heures 4' 5"» 8 

difFéren. pour i5b n' 28'' ••..♦.•. îîyi^é 
afcenf.droîte © le 7j«îl'« * i5^ii'a8''dePar.= i^\<i ld\^ 
tfcenf♦droitc^5^corr.delanutation&aberrationc=: 24^54-17", 5 

différ. î?43^46%8 
JicurevKue du vaifleau sir 12^50' 24" 

différ. ai»53'aft%8- 

cette différence réduite en degrés me donne pour la va« 
leur de Tangle horaire de l'étoile 43® 20' 4a", ceci 
étant connu 9 voici le calcul pour avoir la hauteur vraie 
de l'aftre. 



angle horaire de « péga^fC = 43°2o'42" LC 9,8616741 . 
îatitudç du vaifleau ;;;: 31° 3' LO- 0,2203682 

Som« 0^0820423 
cette femme efl: le ^ 

log. tan. du i«feg. = 50» 22* 48" corn. ar. LC 0,1953884 • 
dîll.pol, dç rétoile== 7£5£^' 

différ, 25^32^25" . . ♦ ZrC 9î95S34aS 
latitude du vaifleau =31° S' • ^ • • •^89,7124695^ 

Som, 9,8632004 
cette fomme eft le hg. piuà^\sk hauteur vraie de Técoi^ 
== 460 5*' M^ 
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^ Ô47* En ajoutant à la hauteur vraie de l'étoile , la ré-»» 
^ftion convenable il çetçe hauteur, on a tout-de-fuite 
Tapparence, 

0,48. Mais pour la Lune il faut , afin d^obtenir une 
'^}^a<fticude fufBfante dans les réfultats, calculer deux foia 
la parallaxe de hauteur; car il efl: vifible que celle calcu- 
lée avec la hauteur vraie n*e{l pas la même que celle qu'ion 
obciendroit par la hauteur apparente; donc après avoir 
irecranché de la hauteur vraie la première parallaxe de 
liàutetiF calculée , on recommencera Topération avec 
cette dernière, ce qui donnera une nouvelle parallaxe de 
jiauceur qui fera fufflfammenc aflez jufte., 

949, La variation de TéguîHe aimantée efl: un de$ ob« 
jets intérellants de la recherche journalière de marins pen-^ 
dant le tems de leur navigation; on fe fert de plufieura 
inoyenspour la trouver, mais nous ne parlerons que des 
i^eux fuivants ; p. par le calcul de 1 -angle aztmtital ^ 
sp« par le calcul de l'amplitude i qui fon( généralemeitt 
les plus ufités & les plus exaéts. 

L'angle azimutal eft celui formé au zénith de Tobfer* 

vateur par fon méridien & le vertical qui paffe par le 

centre de Tadre au moment oà on obferyç la hauteur dé 

ce dernier; il eft clair que cet .angle a pour mefure l'arc 

'^e rhorîzon fenfible compris entre Tés côtés; donc par fa 

fiïèçerminadon on connoit la diftance du méridien au ver- 

tlcô qui paflfe par le centre de Taftre à rinftanç de Tofe- 

fervaribn , & le complément de cet angle-là donne evî"^ 

^^emment la diftance du vertical de Taftre à celui qui pafle 

par les vrais points d!^Eft & d^Oueft, & qu'ion appelle pat 

cette raîfon le premier vertical; donc fi dans le moment 

^ Pobfervation de la hauteur du Solçil, on relève céi 

çiftfe avec un compas àe proportion \^ ou azimutal co 

qui vauç encore mieux* & qu*après avoir calculé Tanglp 

jzimutal on compare le complément de celui-ci avec l'an- 

u^\e formé )au centre du. compas pa^ la ligne est ^ 

9PRST ^ la llgnçdç. relèvement, la différence de cet) 
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dpu?' angles donnera la variation de l'éguaie airaamée. 
,J^ ',. <^^lculer.la val«ur de l'angle azimutal on 
réfout le triangle fphérique obliquangle^ formé par 4 
compléments dç la latitude du vaiflfau , de fhau. 

T/T ^ ^''^'■*' * !* '''^^"^^ ^e « dernier au pôle 
^levé donc on connoit les trois côtés; ainîi en k fev 
vant des ménies dénominations que dans les par^igraphef 
frécédents, & appellant ;j:Tangle azimutal /j'S en 

me fervant de la formule du 5. ai 8 S- 2 = . •. ; ; ; 
: V--' ÇJUCT / 

w-S^' >° fPP^"^ amplitudes, les diflaaces auxquelles 

Il T 1^'- '^' °" fe couchent des points Sce^. 

tipns dç lhon?on avec léqu^eur, ç'eft-à-dire des vrais 

J)olnts d^EST & d*puESTi la première eft fumomm^ 

^five, la féconde occafe. ■ ^''rnomm^ 

Il eft clair que l'amplitude d^un aftre çft Iç complément 

fle 1, angle azimut^il confidéré lorsque le centre de l'aftre 

pft vraiment à l'horizon; ainfi le calcul du paragraphe 

précédent nous mçne naturellement à celui de 1» déter- 

mmation de l'amplitpde : en effet l'expreffion d'uran. 

£le en côtés do triangle fphérique f ekayaSv £ 

rédudlfon,, en opérant pout' \Vngle\S^^Z-l t 

en y fubftituant les valeurs dénominftivesdS élément 

du problême que nous voulons réfoudre c/-l '^"^ 

■piais l'aftre ayant vraiment fon centre U'horizon. A == o' 
par-conféquent^ Sk =. o, CA =,,. donc hioZ^ 

ci deflùs fe réduit à celle-ci C^ = g-ouenrepréfentant 
par a l'amplitude, & par » h dédinaifon de l'aftre, on a 
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'iSa =,P,i^ doncy le Sinus de V amplitude eft égal a% 

'Shus-de- 1» ^êclinéiifen âivifé par le Cofînûs de la latkw- 
de\ c'eft Tan^ogie générafeihent employée par les ihâi- 
rinspoùr calcder l'amplitude; la difFérence de cette der- 
nière Ji l'angle formé au centre du compas de proportion 
par^la ligne Eft & Oueft &' la ligne du relèvement dv^ 
centie^du Séleii à fitoftant où fQn.bpfd îtiférieiir eft envi- 
ron \ un demi diamètre au deflus de l'horifon (parce que 
dans cette pofition le centre, qui pargît élevé d'environ 
un ^amètre, ou à-peu- près 3 a' eft vraiment à rhoriwjn, 
à cs^bfe de la réfraâloh p^%l) donne la variation iàe 
l'égtiîlle aimantée. 

%^%: Si robfervatôur étoît à l'équateur , alors / = o; 

•éonç la formule dj?: .= — ^JcA^^' ^^ ^^^^^^ ^^?k 

le-ci' C 2 = £f ; "laquelle fi* nous ne favions déjà évidem- 

iiaentque dans cette pofition de robforateuri fonhiori- 

%6n eft perpendiculaire fur i'équaçeur;, nous Tappr^n- 

droit; car cette formule rapportée au triangle fphérique 

formé <par le premier vertical , le vertical de i'aftre & Ife 

cercle dedédinaifon, me donne ;en appellant t ratigte 

Si» 
rétine au zénîtB par les deux verticaux , Sz =? g^^ 

Donc le cercle de déclînaîfon eft perpendiculaire fur le 
•vërtîcôl; aînfi ce dertoier eft parallèle à Téquateùr, & fc 
'tOiifoBdroit avec le parallèle que décrit le Soleil daris'îa 

jouttîée, fi cet aftre n'augmentoit fans cefle de longitude 

pair tin mouvement continu; done le complément a^imti. 

tal pour quclqu'înftant de la journée qu'on le' calculât' fe- 
-toit ^ûjours égal à la déclinaifoii ; ce qui eft évident ptir 

.foi-même & par la formule Sa 3=.^ §. 451 , qm ioïi- 

que / =5 0, devient Sa = S»; donc a ^^ n. 
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253, PkoBLfeME L Etant donnée la kétncle âd 
vailTeau 5= 51** Nord, la hauteur vtâie du centre du So- 
leil zz 6^^ & fa décUnaifon boréale s ao* , trouve^ 
la valeur de Tangle azimutal? . 

dift. pol. O =t . . ;to^ 

latîc du V*» =.. 52« t6m.arittJ&C CiîôdgSê 

liaut» vraie O =*« 6^ coméariujLC o,ooft3è57^ 

Som. 128** 
ISom. 64^ 
|Sottt*«^latîe. la* • * • * XS 9,3t?878^ 
jSom.— haut.O 58* • • . • JLS 9,9284205^ 

SoHié 19,469343 ï 

cft le /dg. y?^. du I ûngle azimutal 2= 31* 5a' a/' 
angle azimutal •••.*•. 65^* 4$' 14'' 

954. pROËLBMft IL Etant donnée la latitude da 
iraiileau =t 5a» Nord^ & là déclinàifon du Soleil ss 2t6% 
trouver l^amplitude de cet aflre? 

déclinailbndu O s=: ao^ XS 9,53405^7 + 
latiu du V = 51^ LC 9,78934^^0 — 

dîff. 9,7447097 qaied^leii^i 
/&>. de Tamplitude cherchée = 33* 44' 31^. 

ft5$. Je ne vous parlerai pas^ Moniteur^ de la métho- 
de de calculer la latitude du lieu de Tobfervation, par k 
hauteur méridienne des gllres^ car elle eft généralement 
connue de tous les marins , même les moins inftraitst 
mais il peut arrive^ qu^on foit dans Timpoffibilité d*ol> 
ferver le Sbieil dans le moment qu^il paue au méridien^ 
il eft ûonc & propos dWoir dWres moyens de cpnnoititf 
la latitude du vaiiTeaii par des obfervatiQns du SO". 
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tcil C*) hors da tnéridieiL J^ai trouvé une tnéchodè 
>d^obcenir cette connoifiàBce en obfervant le tems que It 
Soleil refte à palier Thorizon , c*e(l-à dire le tems qtîi 
s'écoule k Ton lever, depuis le premier jet de lumière 
^u^iî Imce, jusqu^à Tinfhnt où fon bord inférieur eft tan* 
geiic à rborizoHt & de même à fon coucher le tems qui 
découle depuis i'inftànt où fon bord inférieur eft tangent à 
Thorizon, j'usquli celui où oncefle de voir Taftre* 

Si Tobfervateur étoit placé à l^équateur, il eft daîir 
que le Vertical du Soleil au moment où celui cl paflèà 
l'horizon étant perpendiculaire fur ce dernier, l'aftre resî^ 
«era fenfiblement le même tems à palier Thorizon que 
celui qu'il a refté à paflir le méridien de Tobfervateur; & 
ce tems là eft égal aa diamètre apparent du Soletl rédent 
cnfems. Mais fi l'horizon ho de l'obferyateur (fig* 13^ 
étoit incliné fut le plan de l'équateur ss' dans lequel je 
fuppolè un moment qu'eft le centrç^ 4u Soleil; alors U 
eft vifîble que fi cet aftre va de s en s', lorsque fon bord 
inférieur d touchera l'horizon en p, lé centre ,t fem 
éloigné du point d'interfeftion p de l'horizon avec l'équa- 
iteur, c'eft-àdire du vrai point d'esT. ou d^ouEstV 
fui vaut que c'eft au Ipver ou coucher du Soleil , d'unp 
quantité tp égale à la moitié du chemin tt que doit 
parcourir le centre du Soleil, pour que fon bord fupé- 
'rieur D foit tangent à l'horizon en d'; donc pt arc de 
l'équateur a/ïèz petit pour être regardé comme une 
ligne droite, étant réduit en parties de l'équateur, don- 
nera la moitié de Tefpace à parcourir par le centre du So* 



(♦) On peut obtenfr la htîtude du vaîffeau par robfervatîon 

ide la hauteur méridienne des étoiles, ou des planètes, mais elles 

ne font pas généralement exaôes à cjaufe delà difSculté qu'ou^a 

,'à obfervér de bounes*haut4:urs la^ nuit, ainfi <|ue nous l'avons dit 
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Jleil pour que les bords inféneur & fupérieur fQietVt ixi^ 
gents à rhoriion: fi donc dans la première pofirion à% 
Soleil on abaiflè dii cenure t au point decohtadl b Ife 
rayon d t , celui-ci eft perpendiculaire fur Thonzon : 
ibir encore fuppofé que du point m j'abaiflè la perpen- 
diculaire M N furie rayon rb, elle fera le Sinus cfe Tan-^ 
gle MTD formé au centre du Soleil^ & TN^en fera le I 
Cofînus; or Tangle mtd eft égal ti Tangle de iadcude | 
;Vr»ie de To^fervaceur , car il eft te. complément ^dé Tangle 
,^MN ::= angle T?D qui méfure rinclinhifon'de l^hc^ 
«on fur réquateur & eft par-conféquent le complénïeht 
-delà latitude de robfervateur; donc tp eft la f&cante de 
ia latitude &: tn le Cdfinus; aihfi en àppellant / la li^ 
^tade du lieu:4e r^obfervation, x le rayon td du Soleil 

' & i» ia fëcantè tp de la latitude, nous aurons G/ ==:-- 

-^équat, 6. j. I5ô)i Mais cette Valeur du Cofînus de h 
iathude eft en parties du rayon du Soleil; pour la réduï- 
'te en parties dû rayon des tables =r i , je Mû h propor* 

A* X 

tîon X : I :: -5 :.C/ïcr ^é Telle eft la Valeur da 

'Coffnus de la lautùde de l'obfervateur fi le centre du So- 
leH étdit h Téquateur; mais idans.le cas où cetâftre fait 
ik révolution diurne dàûs le pkn d^'un des parallèles , 
alors les degrés de ces derniers étant plus petits que ceu]C 
de réquateur ^ns lé rapport de leurs i;ayons àt celui de 
l'équateùr,- îleft évident que puisque nous ayons rédiijc 
letéms eh parties ^e I^équareûr, ceft-à-dire à raifon de 
150 par heure, leréfultat que donne la formule ci- des* 

-fus contiendroit un plus'grand nombre de degrés &pard8 
de degrés que celui qui lui conviendroit réellement de Téqui- 
teur; donc pour le ramener à ià vraie valeur 11 faudra 
faire 1^ proportion fuivante, le rayon de Téquateut, oit 
des tables eft au rayon du parallèle que décrit le! Soient 
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ydL\itCàBam <k la décUinifoD de cet aftre, cdame le 
Sinils âe hlaticudede robTerrateor fi- le centre do Soleil 
éEok à riquateur eft au Sfaiii^ de la vraie làticude de Tob- 
ièrvaceor ; jdooc en appeUant d la dddinaifoii du Soleil; 

t^Émt atceadon qu*à caufe que G/ = j, on a Si = 

|/ / f -- ^ j & i^pellanc J» la làdtiide vnde» àa woxi 

\ ï:è^::K(i — ^):S/; doiicS/==;.3 

Ci //^ ( I — 5 ). Voilà la formule dîredfe de Solu- 

ritiQ, nais il eft plus commode pour la pratique quaiid otf 
a lé fogarithme CoûnùÉ de là ladcude du vaiflèsfu û le 
cœtte du SoleU ètoîc à Téquateur , de prendre le }(^- 

t lithme Sinus de cet arc , & d'y ajouter le logarithme 

Cofinùs de la dédinàiTon du Soleil pddr atvoir lé Sinuif 

de la vraie ladcode. Voici une applicadon de ma méthode. 

156. Le 14 Août 1791 vers les fept heures du foir, 

' j*aï obfervé que le Soleil a refté à paflèr mon horizon 
§' 4* de tems; le demi diamètre de Faftre pouf le mo- 

; ment de IWetvadon étoît de 16' 22% 5, ou 982 ',5 &:' 

* fadèdindfon de i4« 14 3c?' bofeale; ayant ccsdonnètftf 
vdîcf le calcul. , - 

; tetna de Vobfcfvàilon == 3* 4^', 
■ Items de Tobrervation == i' 32'^ 

• ftemsréduîtenparriesderéquat.= i38o''Z3,i39879i -^ 

' îdiaaètre duQ = lÔ' 22^5 =582^5 2. a^p^iSSf^fH 

., / . . : . . ^ dîfl:.9.85M53S 
cette dîffér. eft leiog. cof. de 44*^ 36 W L S 9,846^743 
dédinaifon du S^efl = 140 14 30^ £€ 9,9864433: 

. àom.9,8329i7(î 
cette fdmme eft le^ic^rithmè Sinus de la lantûdde Vraie 
4ciV8â0èau =3 4a* 5^3' 37''. 



d57« 9€ twfies Us !nétfaode9;coïmués fioinr ao&Vec te 
latitude eo IVfer par les^ obfenmiote dea ImnèuiS' du. So- 
leil hors du ménidjen *de TohAareaceuf > .cdk. donc M^* 
Douwes eft roucew tt!a toujours f>wi la pféftr^hfe poc 
l'exa^icude des réfulc^ic^ qu'on ^ obtient; mais raftrono-. 
nie dont je piffe u coflftrnîï des tables pour la pratique' 
de fa méthode qu'on a beaucoup de peineiç à ;pou?oif le 
procurer « ' ce . qin fitit i|u^elte èlt peu coiinu^ Âr eâcore 
moins uficée parmi les marins: c'eft pour la rendre i>Iu8 
mile que j'çttai cherché une ^utre fondée fiv les^sn^i^s^ 
principes, & dont la pratique H'éiSgeât que lé fimpleula- 
ge dçs tahlcsde.log^ritho^ea des qombre& naturalise dc^s 
Sinus, Cofinus, &cS dont tous les pilotas l&nt ^odnriÀy 
1^ méthode de M^ jDr^ii^i^^^ainll transformée^ I^ien lpia(|a. 
perdre de fa fimplicicé, en acquiert une bien plus grwde« 

Régléf à fuivre pour les deux obfisrvations 4c ^ 
hauteur du 3ûleiL ^ 

058» i^ Elles peuvent fe faire toutes les deux le ma* 
tfn% &,dan§\ce.cas il faut que la première ne foit pas, 
faite, avant 9 heures, ^& que la fecode ïe foit à une di(bii- 
ce du midi ei^imé égale à-peu- près en tems à rjat^al}e 
4e <^lui écoulé entre vies deux pbferyati'pns. - 

Q59. a^ L'on' peut faire les deuiobfervatÎ0OSiaçrèspM<|U 
& dans ce cas, la féconde ne doftr p^ être fiiui^t après 
trois heures; de plus la d|ftançe'de celle-ci k lapteniière, 
doit. être .4'eiwif^-lar moitié: du tems écoulé depxxis. le 
igidl ellimé jusqu'à rijeure dç h dwière obfeçvatipif» 

stéo. 3^. Ofl"pêut faire la première obfervation le ma- 
tin & la féconde a{^rès midi;, mai^ U fajic que. l'incçtrv^Ile 
des tems écoulé çntr'elles ne dépaflè paî quatre hèiures, & 
que Je midi intermédiaire foit à»pëu-près à égale diflance 
des deux heures d'obfervations. 
t ii.6 1* 4P* Qmaura fi»n> de:ooinpt;er exââenmK fe; œmf 
écoulé entre les deux obferva^oi^: &mràu:é*Air luNi 
montre à fécondes» 
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"^ é«!i." 5P. On térûtSkyfét fc Sloleîl au compas arfma# 
talf ou de variation^ dans Tinflant delà première obfèrr 

063. 6^. Lofsqaek Soleil fera prè^ dd zénith de Tob* 
jfevatenr, celot-cî âttfâ Fattention ée beatfcoup plus rap- 
jMOcherleti heures desobfervarions à l^heure du:Aii£eftmi6^ 

Caltàts préparatoifet. 

Û64. i'^. On eftimëra là lancocb du va}flè^Us k calcul 
tetfa la déclinairon du Sôlè!i pour le niidt éftimé. 

065. ll^ Oit corrigera les hauteurs obfervées du Sor 
leil pour avdr les hauteurs vraies du centre. 
« a6(5. 3"^. Sî dans^ l'întérvallô dès tçms écoulé entre les 
deux obfervatfons^ on a couru fen nomBrè n dé noeud* 
Iftxfi le poiot de iniori2X>n où on a relevé té Soleil dans" 
fît^tHî^eîa première obftrvatiott; ori Coûtera k la pre- 
mière teoteur obfervfe uir notnbjre ^ïde'tafautes de de- 
grés, &âtt contraire ottIe« retranchera ft le nombre ft' de' 
iiœ«d» c«utus dans I^lntervalle des'tètaà'Si été cîans urf 
fens diamétralement (^ppfé au pqint de Thorizonoù le 
Soleil a été relevé* - 

067. 4<>. Si la route^ n nœuds courus pendant Tinter* 
taile^-dea tertis a été Ibr un runSb de vent^'àdi/forme avec. 
h l^e Al relèvement un an^le droit, d efr-èf^dîre! de 8 
rumbs- dtfîVtnt, alorsr on-nè Mt aûoih étiingemcht 4 k' 
prentièw? hauteur obfervée; . » ' - 

tWv"5^; 'Loft'que -rf nteuds courts pédant Pinref* 
valte 4é& «ett» cfnt éfé dans* la cHrdftfon' d'un rumb de* 
vent-^tfrféWné avec' la ligne du 'relèvement îinatjgle a 
obtus; ^ âtor;* alors- on réduit^ n nœu*. fur' la; ligne 
du retévemeht eni ftifint la pi'dportion i t it n Ca : ^;, 
donc X tti ^Caj connoiflànt la; valenr'rfe Ar en mimr 
les <te dégrés , ofi- r^outera lî la èreniîère haàtelit oBRr*' 
irée fi Tàngié a pris «Çi côté au rdévemetit eff aigu , Si 
MX contraire pn^ IW retranchera $ V^ûf À toi^lôufi piik\ 
*. ' ^' k y * i — * 
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du cAté du fdévemenc eft obtus; re&dons ceci plo» ckir 
par un exemple. 

Soie fiippofé que dans rinftant de la première obferva-^ 
don on a relevé le Soleil au S S £. du compas; & que dans 
rincervalle des tems entre les deux pbferracioiis levaiffeaii 
aît couru 15 nœt/ds dans TE^SE du compas, alf)|!$ on 
aura » = 15 nœuds & a = 56"^ 15'; car la route de 
FËJSE forme avec la ligne NNO & SSE do c6cé 
de ce dernier un angle de cinqrumbs de vent, c*eft-à- 
di^'decinq fois xi®. 15' au 5<5?,i5'; metcanc ces; va* 
leurs de n & a dans la formulé ci*deflas, fai x = 15 
>Ç C 56^ 15' = 8|; or puisque rangjie a eft aigu il faut 
ajouter à la première, hauteur obfervée 8'| ou 8 ^o'. 

Si les 15 opeuds avouent été courus dans Iç NE^N, 
alors la réduéùojn à la ligne dn relévc;ment fèroie. coujpurs 
S nceuds {; car la ligne de. route forme dans ce cas là 
avec. celle dtt.reIé^yei9entptUé*du côté du SSE unaogle 
de II rumliîa.,dej/ent,!,ott'i25^ 45 dont lefupplément 
eft S^"* ^5 & par-çpn(i^quent puisque Tangle eft obtus^ 
il faut retrancber.de la (première b^utèur obfervée &' ao*V 

JUgks^ du calcul. ^-^ ' 



i 



s^o« Au cômplémefit arithmétique de Ià~femme des 
fog^ritpmes Cofipus de la latitude eftimée & deJiicMcli* 
naifonjqu'oQ appelle logarifhme r^^riVms^/, on «joutera 
le logarithme Cofihus it, la moitié de la fomme des deux 
htuteurs corr^sdu cejptre duSoldl, Içlogsirithme'Cofî- 
mus de la moHiè^iîe la difféi^ce des mettes hauteurs & le 
complément arithmétique du logarithme Sinus du. demiinter- 
valle de tems écoulé entre kadeux obfervations & réduit 
en degrés i la ibmme de ces quatre logarithmes fera le 
rop:arîihme. Sinus d'un arc fubfidiaire dont on prendra la 
4ifférèide avec le demi intervalle de tems rédiût en de* 
grés. jDu logarithme du complément arithmétique duCo* . 
finus naturel ^dç cette différence on retranchera le comr 
I^lémeidt' arithmétique dul^arithme rationnel; cette diffé-; 
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reoée donnera le logarichtne â*an sombie qui j ajouté avec 
le Siqus namcel de la plus grande - haucenr du coicre àa 
Soleil, donnera pour fomme le Sinus naturel delà hauteur 
méridienne du SoIeiL 

d^o*. Si la >titude QbièfVée diffère beaucoup de Tefti* 
ûié^ 9 alors oh recommence le calcul en prenant pour 
eftimée celle déjà trouvée par obfervation; pQConrinuera 
ainfi jusqu'à ce que les deux latitudes foient les mêmes , 
ou que du moins elles différent très peu entr'elles, mais il 
eft infînimàic rare qu'on foie obligé de recommencer deux 
fois le calcul , ' & fouvent le premier donne un rérultac 
foffi(^pt en fàifant connoître que la latitude eftimi^e eft 
bonne; d'ailleurs il efl: clair que tous les féconds calculs 

'font plus ^courts que le premier, car on a déjà dans çe-^ 
lû-ci la plus grande partie de ce qu'on doit trouver dans 
les nouveaux calculs*. 

27 1« Si lorsqu'on s'eft aflliré de la bonté de I^ latitude 

. obfervée, on veut, fans êore obligé de calculer dés an* 
gles horaires (blaires, d'après les hauteurs ôbfervées du 
Soleil $. 245, avoh: la différence fenfiblement réelle de 
l'heure marquée par la montre à l'heure vraie, on réduira 
eu tems la (Ufférence de l'arc fubfididre au demi interval- 

^ Iq des tpms léduit en degrés, ce qui donnera la .vraie va» 
leur du tema ecoûlé entre l'heure de l'obfervation de la 
plus grande hauteur du Soleil & le micfi vrai. Cette 
difhanee comparée avec celle marquée ^par la montre, 
fait connoître de^ combien l'heure de cçlle-c^ diffère de 
l'heure vraie. 

&^%, Voici, Monfîeur, l'application de cette ei^el* 
lente méthode fbr une de mes obfervations. 

Le 13 Août 1791 étant en calme plat, j'ai pbrervé k 
ph 44^ 36" de m» montre uile hauteur du Soleil au-des« 
fus de Tfaorizon qni corrigée m9 donné pour Ift hauteur 
vraie du centre 5^*^ 59' ^o". à lo^ 57 '1.3*' de ma mon- 
tfç , j'ai qbfervé une féconde hauteur du Soleil qui corrigée 
jn'a donné pour Ja hauteur vraie du centre d^\ La Uti^. 

p 3 • 
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«ode «Ainic ^fftàffémétok de 41' 
.la dédioaifoQ baoéafe dir Soleil de 
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^«tti«HRMi h hwteut Idëriifienne du Soleil, j*en cod- 
CMs aifénètit là ktkude, en ajoutant à Ton complément 
•J7* ft7^ ^4" la dôdiMtfon du Soleil 14^ 38' 40'; ce 
%iâ me dbone pour k htitude chm:bée. 4'2<' 5' 54" h* 
î^UediRi^dereftkBée ^ri'^ 5/ 2<i" de 8' 5V': poirt 
^MfierfilftodCuléè eftïayfate, jetecommente le cal- 
icvik en ptetknt pout* eftiméê la demiâre ladtùde trouvée ^ 
^ j*ad ^ôT' Je complémettt arithmérique du logarithme 
nâonnel ô,i43!^4r8 , & par^cônré^^uent ht fomne des 
qoitrÉ kftglÉkhAâs <eft 9,5941214 ce qui éft le logarith- 
me Sinus de l'arc fubfidîaire 03° 7' 36" duquel retran- 
chant le demi intervalle des tems réduit en degrés 
p^ 4' 40'', ilrefte 14'' 2 56" dont le Cofinus naturel eft 
97^oS; le complément: arithmétique A ce dernier eft 
S99&, & le logarithme de celui-ci eft 3,4759616; re- 
tranchant de ce logarithme le complément arithmétique 
du logarithme rationnel 0,1439418, j'ai peur refte 
S^âS^ôipS qui eft le logarithme de 21148 , lequel ajouté 
avec le Sîrius naturel 86633 de la plu^' grànfle hauteur 
du Soleil, îne donne pour, fomme 88751 ,*ce qui eft le Si- 
nus naturel' de la hauteUf méridienne 6,20 34; d'où je 
conclus que ladiftaàce dû Soleil au zénîtTi éft ^y^ %6'St 
ajoutant à celle-ci la' dèclinaîron ,14** 38' 40*, j'aî 
J>obrla latitude duvaîfleàu '4a*' 4* 40" qui eft Purement la 
Vraie; car elle ne différé pas de la première trouvée d'une 
sûnute» ce iquî eft très peu dé chofe. 

Pour trouver la différence en tems de rheure marquée 
pût la ibQîïtreîi l'heUré trouvée par robfërvatiôn , îè 
fédaîs eti'tetns k" différence' 14'* 2' 5(5'' ^dè fàrc rubu- 
diaire trouvé par le dernier calcul 9 au demi intervalle des 
WBs rêduîl en dïgfés ;" ^ faî^ôur le vrai intervalle dt 
tems écoulé depuis l'inftânt de 'l'obfervadon de la plus 
jgrtnite'. hatrtetir du • Solea jàsV'^" ^^^^ ''^^ 5*', 44"% 
ftïàs celle fnarquéé'par; ma'nionfrè étoît dé i^ % 47'^ 
donc elle rétardoît fur le tems vrai de 6' 3% 

Remarque. Si le calculateur n'avoi^ pas des ta* 

P4 



l^Ies de Sinu»^ Cofions qacurels def aies, p poiinsslf oH 
aifémeac y fupDléer par les cables de$ lo^çhtaf^s de^ 
nombres nacurels ; ca^ ne prenapc ces Sicnis.,^ Cofiaiui 
qu'avec cinq chifre9, on peut toujours les^pbœmn pas 
les logarithmes des nombres naturels » pnis^^ji eft éyictenc 
que la partie^'des décimales des logarithme^ idff pomlMne» 
entîefs eft la ipéme que celle d^ déçimiiles^ M ouiaftlie- 
riftique ep fait toute la difitérence, ainfi leJlagari^Qie de 
9968 = 394724639 eli lé même quant à la partie dé? 
çîmale^ue celui de 0,^968 lequel eQ: 9,47?4^3J^ C^ ^ 
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%?%, Le globe terreftre eft çomine poQ$ Tavotis ^t^ 
^lqnlieur9 au $. 236, un fphéroïde applat! yen les^Or 
fes; âqnc tous les méridiens fontiteielljpres qui ont pou^ 
grand axe jfes lignés d^interfeélions de leurs p)an$ avec 
4celui dp Féquâteur & qui font p^ C5>n(^q^en( auffî le^ 
diamètres de ce dernier grand cerdp^ Ce pouir petit axe,^ 
Faxç de la tqrè, ç*eft-k-direla lk;ne qui palle par les pple$ 
Vautour de laquelle la terre fait (a révolut^ion diurne, 
^pit donc fuppofé que adb ÇGf^f 14) eft ^n de ces méz 
ridiens & qu*^ea diviânt cette courbe en de très petits ara 
Afl rr\ r'r" &c. qui peuvent être confîdérés ccMnmç 
^; lignes drpites 9 op élévè de$ perpencliçulai|[es ak ^ 



C^} I^ lefteur {oftrultow nardo^oent d*«ntiipr d«os tptii cef 
Ufç^n^ en fe' rappelant que j'ai ànqncé vouloir mettre la partiq 
èfv^o-àftrôndplqqe de mon QQvraçe i la portée des perf^meâ^ 
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0!^ ép.^ fp &o* -îl ^ chiir<itie fi feméiUfimrctfneflrf 
^idiF ur^çorde» toittes ces perpemHcultires^iroiem fe. j^bt 
|iir dans un même point qui eflr.l^ centre» car comme 
vous le fa vez tous les rayons d*un cercle font perpéndicuiiirM 
fur les arcs auxquels il^ vont aboutir; mais danstouto 
autre f:oiiH)e aulieu de concourir vers le même pomt^ 
jcés perpendiculaires fe coupenjt dans différends k,j>^',jû»'^&c^ 
d^àuc^nts plus éloignes. de l^origine A de la courbe que 
les ktîcudeà Ar, Ar', Ar% Ar^^ &c aiigmentent,, ÔC 
jTorment par la férié de leurs intérfeâ:ions j^ne çipi^fKt 
yipp'pr &c. qu'on appelle la développée parce' qltfétt 
çfi^c d on la conçoit enveloppée d'un fil, un des btiliçA 
étant en r'\ le développement de ^/>' Vôpérânt , le fil 
i^'pp! décrit autour du point p comme centre Varç rV/ 
auquel évidemment il eft perpendiculaire. Toutes çef 
ligties rp t'y r" p &c. qui s^appellerpienc (des râyoni 
daâs un cercle, s^appellent dans tout autre coi|rbe r^^^M 
ffculareursj ou ridons de courbure^ parce que comme 
ilous le verrons bientôt ils fervent à comparer, la CQurbu* 
ire d'une même courbe ep différents poîqts, ou les cour-, 
bures. de différentes courbes dans ^^ points .^fignés. ^ 

a74. Puisque comme nous l'avons dit J. «73 , les rayons 
ofcmateurs augmentent en même temsqne les latitudes ^ii 
éft évident iqu'ik feronc dans leur tmnimum à^ Fé< p i ate o f 
& dans leur maximum zxxs, pôles. Çbercbotns à avoir Tex- 
Kr^Bon de ces rayons. - 

Soit fuppofé qu'on veut ^volr Texprefiioo du rayon ff 
pour une latitude quelconqqe at; j'imagine les deux arcs 
infiniment petits rr^rV conféciitifs & fenfiblemMc di 
métnes grandeurs^ or, par la déBhition que nous avons 
4éjà donnée de9 rayons ofculateurs $. 273 les ti^es pr /^ 
font perpendiculaires fur les deux petits arcs rr , rY aux 
iofets r & r\ donc Iç triangle r'rp êtf droit en r, c* 

(^^iQÇ 4onne Fé^Uatîon fp = g-jr^ ; Ou à pufe t^vm 



tu c •op••^J''•s<rvlL^E!■î^ 



n^-«ft-l'eAffl>laiieac égù-^ ffp àc «lae les Sfnor'.^fe < 
iMxfcs-'arwifonc 'tefitieaient q|«ix il ces ii)êinéii"tfai^ 

t • . ■ • :..j . 1, . j -^f'.' i / : ••' ■.; '.• ■• • ■•••• '<''<'■ 

\"Soît préfttitèmèûc metié des points r, r' r*^ Jes.pi^^ 
Bbpnées ra^ y' Si^r" cf & les pérpendîculaîres tur cqs 
pr^oinécs: ri? , ^'"^^r^ «ft év^eiic qu'alors r» ='/^ 
K»'' == àd'* Dpiic'fi on appelle jç les abfcifles fur.î^ 
OTandàke çonii>cées depuis rorigiife A 4e la courbe^ oa 
de Ton cen^ eV les ! infiniment petits r», i'ri qùîTonj 
feaux aux'* îrifiùiment petites différences ad dd^^/S^s 
Afcifles feront îdes dx; dé même. fî on appelle ït^ox^, 
â>çné^ jy V J!?s' infiniment petites parti^^^ r!n r'V Scc^ 
fejpnt des-</y. tmagîDpns adluellemenç le pep.c arc 




^ a^lémeats de. l'angle 

ijeux angles droits prf\pr'/\ dpncàlapîaçe deTéquacr 

ûotÉ^rp =£ ^r±] BOUS aurons celles rp = —-^/i 

br^uisquâfl'T'^leprc^ngementderr', il eft doirqac 
ibuigte wr Veft^;^ r^ngbrV^; dbQcraâgië infinimencpét^ 

îèr'r""ell la àiffërèh tiàle de raiigle r f » , donc rj>, = j^^^—^ 

fMr,^aïnsîenrbngte.reftanglè r'nr^ i*aî' r : Tr :: r» 

if^fiy dortc Tr =s - = ^; ^ie plus fai dans le mé* 

^ 4e,re»rème petitëflè de Tare rf on.peut le.igs^idec 
comme la diÔ^érendelle d'un autre arô quelconque qdo 
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'-:= — *; or, nous lavons, que 1» ,4i|ërendelle de la tan». 

•geiited'un angle, oa arc quelconque ell ëgaleHâ^- 
iërentielle de cet arc ^vifée par le quatre !de:(Q».Çoa- 

pus C*>î donc i^(f f) = ^ î équatidideiaguèUiyo 



• '(* > Etant poflîble ijue le leftear ne conuplffe pas la mèth^ 
de difFérentier les Sx attributs des arcs de cçrcle qui éprouïçm des 
Tarlations à inefore^ue Jes-arcs auxquels- ils appartiennent vatie^ 

"nous cïoyiîiis lui faire plalfir en platane ïct ta dodarinadêee^ardit 
fi intereflant, fur tout dans les mathématiques transcendantes. 
, g(^S + rfC) étant le Sinus d'un arc >.C delà quantité WB- 
«înifent petite rfC, eft lui même augmenté d^ne qoantité ioM^ 
ment pedte; donc rf(SC) = S(C + d^). -- SC; ma» 
SfÇ J_ dC) = SiCdi + CCSdC J. 154; oràcatfeûBe^4f 
eft'inLmentpetit CdC =7i, &SdC = -*•?; ^onc M+<^ 
c: se + dCcC; par con laquent d(SC) = 56 + '^fCS—SC 
^dScî; de même d(CC) = C(C + dC) '- ^C J 
mis C(C +. dC) = CCCdC. — SCSdC ($> i5*) f 
S-,d<SÇ-dtmc i(C€)= CC-dCSC^C?. = -dCSC 
Ayant Jes différentiellei derSinus & Cofinus o^ en, obaent aUé- 
ment cette» des quatre .àiutes attributs de» arcs ; en effw 

• TC .=:^||; donc d(TC) = d (^j = d(SCC ,'*t) "=: 

*^-l'i' ' ',"''—• ' rfc'ci ,d^ di 

êU ccc + d«s ce ^= -Fr + "c^ ~ c^ 



ce 



X (CC + S'Ç) =r ^|-,- de même d(CtC)=d(g-g) 






^ .. OPUSCULES 

itédC i= i/Cf OC'C; donc C (rW) = j^r^Je? 

k jA^^^ ' ""^ '^'•''•'' = ^ V «^fi que 

nous IVons »û plus haut, & dÇTÇ)&6=dCyàonc 
éÇr'rn} 5= dx'd {.JiJ; mais nous avons déjà trouvé 

^ '•^ = JTP^ = 7^y *^°<^ '•/> = ••.- 3 

a?5V/^\ ; oc à caufe que Tangle «rV" eft la dimînu* 

don de Tangle r'rn & que notre courbe eft concave,' 
«ette différentieUe doit être ptilè négativement , dcmc 

! Lesabfcîifts Aja A^, Aa' &c. prifes de Torigiae; 
ou E^* Etf'^Ea' &c. prifes du centre varient uniformé- 
ment dans leurs augmentations ou diminutions; donc en 
regardant éfx comme confiant i& ne prenant par confê-i» 
Iquent que la différence lêconde de ;y, nous aurons r/> 



' H K •' ■ ' " ' '■■^ " 
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Ot , on fait qu'en appellant %p le pedc axe, %q le grandi 
fie ptenant les abfciflès depuis le centre « on a pour i*éqw%1 

«ion de relllpfe y» as ^ X (*^-^); «lonc im &^^ 

lant le demi pedc axe ^ 3= i , Téquatlon de l^elfipfe ^ 

'- f '■ • ^ «• — ai» > 

tédinra k celle-ci / = * , de -laquelle je tiré' 

j'y* = Y — «% & en différentiant j'ai ft^jj/y s=s 
- a:.^*; donc rfj> = =1^, & ^j^v = ^, 
I nMtêuic dans cène équadon la valeur de jr* dréede l'équa* 
doB de l'ellipfcî r«i ''J' = së^rpî donw j/€ 5s 



j Or, nous avons vu d-deflùsque dy = "p5~» d<»c 



ddT 



i= d\-^xdxq y j = — j jp . </«<&. 



■+ ari/^î y dy (_cn Ce rappellant que dx eftfe«« 
Çttdé comme une quanttté confiante )= "TT + pr^r 



«'y ' ?r 



z=:-=l4^ + ^* X ''-^,' mais^/v = :^' , donc 
4dy = •''*1 - i2: = - ^*' " y'< Or i^. :3 



MafuM poi^.y Ta vateor ticée de réçiadon da méii* 
dèà dKpiivke,: oimi «mois ^/y m (jSpi^yy *» 

^^^t ôratius avons démootrfquelerayonrfcdateWl 

rP == — 4^Jji^ » °°°^ *° repréfentant géûéra- 

lemrâc les rayqns otculaenirs par la lettre capital^ & jni< 
^ife 3^^, de mettait dans Texpreflioti de fa valeur celle 
que nous venons de trouver k ddy , nous aurons R s 

OMÇT^-' ^^^ - ^ or, nous, avons tro^Évè 

dMéliwque.^ « i^LtZ^^SI, donc R i=^ 

VoyiUBS i'après cette fonnute «jud eft le myon dé coup, 
^ute. fous les pôles & fous l'équateur: dans le premier 
tm^y i[ efr char qae. puisqu'on piènd les abfdrTes depuis 

fe centre, nous aurons « = 0, ^oic R c= ^^ ^ i 

***** " 4^ 

^=r ?'.* <îonc fi le rapport entre les deux donf axes eft 
•, c'eft-à-dire que le demi peut axe/> étant te i, oa 
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éi ^ = î + #; alofslt = C» + «^* = t + aii 
4- m""; ou en n^Kseanc les fécondes po^àiKres de mH 
caisTc de la pedceflè^e^die qoantfté'qui ne renferme qmt 
des décimales; nous aurons R = i + a«». Dàns^Iç 
fàcotiid cas cVff-îi-dîré potrf tes rayons ofculâteùrs fourf 
réquaceur , il eft clair qu'alors x = q y: dpnc R =q 

•^^==^=^= i^= ï -«^ainfi les rayons 

iSfôeiîâ(etii's fous lés pôles font égaux au demi petit ueC 
plus deux fois le rapport entre lés deux demi axes, & les 
Vyôns Qfia2lateuzsibiis.i'éque{èuf font égatiii^audemtgrBQ4 
axe moins deux fois le rapport e^tre les deux demi axes 
conjugués. j 

S75. Cherchons maintenant une iexpreffîon du rayon* 
ôfciùtiteur que nous puiffions appliquer généralement K 
toutes les latitudes. Soit ehb le meriâien terreftre de 
l^oh&rvateur que nous fuppofons placé au point m 
(fig, 15); fî du centre q du méridien elliptique avec 
un rayon QB moitié du grandaxe ou diamètre de Téquà*; 
feiîr*, ôndécric une circonférence de cercle eab; il eft 
clair qu'elle repréfente le méridien qu'auroit robfervatcui;. 
firla terre ëtèit fphérîque; donc fen feifanrpaflèrTJarlo 
centre q & le point n la ligue qnz, le point où cette 
ïîgné coupe le méridien circulaire eft celui où feroit rob* 
feryateur dans Fhypothéfe fphérique; donc alors fa latitu*; 
de férpk mefurée par l'angle rqb & par-conféquent plus 
petite que fa vraie latitude; car en faifaiat pafler par lef 
çpinc N une tangente ant, la verticale z'nxi à la tan-' 
géiïte forme avec le diamètre deréquateîir ib un angl^ 
ifxB qui mefure fa vraie latitude, éceft plus jgr^d que 
celuî rqb qui mefure la latitude dans Thypothé^ fpbé-> 
riqùe (& que nous appellerons par cette raifon la latitude 
apparente^ d'une quantité égale à l'angle qnx formé? 
par le rayon du fphéroïde qn & la normale Nx, nou^ 
ferons bientôt connoîure l'expreilion générale de cet angle^^ 



I 
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. SfAt # lataogienGs 92 dria ladcilde apparence^ île S^ || 
iHis & c h ÇsSçu^jte.lii roême.kdcude, les triangleii S 
timblables Q0^v.QBZ merdoimenc laproponioo qd : 

6H : : QB, : Bz^* oii or : ji : • ^ : / ; ^donc xzn^ 
oc «■ = *jfr ; mettant dans ceite équation la valew de 
y prife dans riquatîon 4e i^elïîpfci j^ai x' .= ^ '^i ^ ; 
Ame :t- = -5- ^y^'= -l2l^ ^ =/?^c-/ 



^Iais ?= I -f«, donc ic^ = c^ — â;«y & .^5^= ^ï* 
^- «#r întroduifant ces valeùfs de ^ & Xj dans J*ex{:^;e9- 
tfon générale du rayon ofculateur j. 2,74^ nous aurons' 

— (i H- 4^ ^ c^ — 4*g^ + c' .+la^c')| _ 

* — ; I + ,j^ . — • • .' 

(i +4^ — ai>Ô i ^, ^ a^ — #f»)r .. 

rq^lT — — T+Ti = • • • • 

1 + 6«» — '^•c» , 

• ^^^, - :;= I + a« - 3«^'= I-i» + 

35'«; expreffion qui réduite aux pôles où à Téquateur 
me donne les mêmes réfultacs que ceux que nous avons 
obtenus au paragraphe précédent : car dan« te premier 
cas , J ^ I doue R = I + ^» & ^àns le fecondi 
s = o; dotic R z= 1 — «. 

^76. Nous remarquerons eh paflànt, Monfîeùr, que 
rexpreffion trouvée ci-deflus aux abfciflTés. x = c^cm^ 
donnera duffi celle de la vaïeur du rayon du parallele à 
Téquateur pour la latitude dont c eft le Cofinus : car 
évidemment rpbférvâteur étant eil n , le rayon nl de 
fon cerdé de longitude eft = dq = ar= r + ^«»> 
ce qui pour Téquaceur ou c == i , donné x zs: i -j- • 

vdâùi^ 
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y^eaM|«e nous favons être la réelle du rayon de Téquà- 

477. L*expreffion de la fou-normale dx eft comme oïl 

IB fait 2^-"br, eîà'affiSrenriant réquatîôn dé rellîprè 
ax 

y» = y^ "^^ ^\ ou q^y^ = ^^ —' iS j'ai ; . . . / i 

& ^ = ~44 niaw quoique nous ayons trouvé une 

expreflipn négative à la Iburpprmale.npus la prendrons pd- 
iîcivemènt, car ce égné — nVft qu'une indication que 
Ift fou-iaâgexùe tombe dii côté oppofé à rabftîfle relative*^ ^ 
ment k l'ordonnée, ce qui a toujours lieu dans toutes les- 
Cburl5e$; lorsque les abCçii&s augmentent; Ài.mefure' que 
les or^lonnées diminuent; aihû la valeur intrinféque de la 

fbu-nortnûlfe étant ^, (*) nous en conduéroils que 
». . ^ - 



(♦) Cette -indication eft même un* avantage qu'on retire dû 

«ikul dfiFérentiet ; /car' iStr^- té calcul ordinaire ahalj^tiqcie bnr 

li'obtient'que la valeur intrinféque de la fou-normale; en effet foiC 

jp' & / les foyers de.rellipfe ; /'n, /n les rayons vefteurs abou* 

diluants ati point n; on fait que lé grand axe étant == zq on à 

/'w +/?!=: 2^. Appelions a a i.'iDteryalle/'/ des 4«ux foyers»- 

i&, b U différence des deux rayons ve6beur«, donc /'n z= f -^ 6 

^fszizq — b; quarrantçes djeux.demières; équations i j al (/'n )*=3, 

î\Hh aJ»« + *' & (/»)' =iV— ^^î + *' :.'j?<<^c plus, 

/'d = a + X &/d = X — û; donc (/'d)* := a^ -f*. 2a« 

-+• X* & {fïrYziz X» — Sax -j- à*,' «mais les tridft^cs re^ari- 

gles/'oif, /dn, me donnent les deux équations (/'k^^ n: 

(/'P>'+ (^^»)' «^ (f^y =^\f^)' '+ (ûK^r do(nc q' + 

Q 



u* o p o s eut » $ 

QX= QO ~DX = af - ^ = ^~^= {^) ', 



n — - tar -f* a' -f" >*• Ketranchanc de la première 4qaatioii 

... • • -Ji-te • 

la féconde, j'ai 4^9 = 4 as» donc ï' = -^ • Stilt mainte^' 

nant prolongé jp'ji Jusqti'è ccque ii^ == nf & «ifoîte «iuié 1^ 
Jîgne /v qui comme on Je fiiii eft perpendiculaire (ur la tangénto 
& par conféquent parallèle à la normale; nous aurçns donc ir^ 

r=if/=:} — tsrj — Y = ^ : or les trhinglet 

femblâbles /' xnr, /'/v me donnent la pro^^ortioD /' v :/Y :;;r 

vw ou n/ : x/; d^nc ûj .• a^ : i î — -^.:»/ca £ — 5— J 

3 » 



=/x.H,/» = O;^ +«-.=1:1121. 



mais Dx "" " -* *•- -*- ^ ^ ^ " ■ - - — * ^ 



all^ 



= — (î* — a*.);^or ep fijppofant que les taf^ns v^eâoDrs 

lent aboutir au pôle h', alors, dans le triangle /' qn, j'ai 
(/'hV = C/'q)* + (qh)« ; mais évidemment /h = 9, de 



^ 1 



plus nous aTons foppofé }e -• petit axe nq=:i; donc g*=a«+x 

r ■ '• ■ •# 

d'oè je tîr-e x = f ^ — a* par^ettféQneDC dx z=: rr {f' — ** ^ 

^ ^i ; même exptel&ota de la {ba«nonnate ^ue celle que noue 

H 

aj^ons iroirvé par le cakol différentiel , mais avec Tavantage de 
moins que dans ce cas-ci elle ne m'indique pas ^ue in ^fou-tangente 
totebe* du côté oppofé à Torlgine des abfcîires. }e n^i donné 
dette démonftrattoa que pour convaincre le leftetn: qu'en pre- 

n9£t.^ poiitivement qvoiqu^ilfe fut prëfenté négativement» 

je n'ai point altéré la vérité qui eftreflence principale desXciefices 
naitiéaîati<}uia Sc^en fait un ries plua.bedux simlbuu,' 
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i' ^"2^ 



S78. La, normale iix = yX^oy + (qx)» =± 
J/ (j^* + ^4 ) ♦ H^c^^^t ^^^ c^"^ /quadion là valeuf 
de ^»'Wée âeréquatîon de relHpfe &' âppelhnt n h 
normale NX ^ f aurai *;^ ±12 yij^-^^ — + ^4 ) ~ 

^* ~ rf ^ Ai^ Telle eft la valeur- générale' ^e h ^ 
normdé <(ah -cainparée 4iwic çèlIe du rayon ofculatèuf 
R ^ C,y* — f x^ i*-^'?^% me donne r == n^cj'\ donc 

fï» = ^ & ^ ±= f^^ j' aînfi pour les pôles oi\ 

' H = 4f J. 374. * ±= I ; donc fous les pdieÈ la 
normale efl: égale au demî -axe de la terre» Cette 
Valeur de la normîâé' réduhe k l^éqûacéuf oft 

R r=. i. 5, ttous aurons. ^' sr: ^ ; donc fous l'équateur la 

nonpak «ft é^e au demi grand axe^ ou rayon de Téqua- 

itixu ,. 

Les valeurs que nous venons de trouver âui normale* 
fous les ^oles^ & ibus l'é^uaceur. qui font des réfukatâ 
jde nos /;;alcu)s^ souis aurions pu les tirou¥(3r tout de fuite 
en JTailàiac acciention que les deux podes & les poines de là 
clrconférônce de l^é^aateur^font les feuls âtr lesquels fane 
|>ecpeûdîcji|air€s^esilignçs.partîes;^u centré^ & les féuli) 
|>arcoo$qucnt où les normales , fe confondaiic avâëlêl 
demis xix$$9 von^ couper Je (Conjugué aU centra» i 
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379. Connoiflant Texpreffion générale de la normale il 
Ile nous relie plus pour la fendre appîîquable à- toutes 
les latitudes , qu'à y introduire les Valeurs de .^ & a: ; 

aina n = ^( ^ + 4" - ^' 7+ ^ 'l "^ "^ ^ ^"''' ) 

I 250. Dans le triangle reéHlîgne obliquangle . n x q , 
faî S. QNX = ^ » '^Q^^^-?T ; pr, rangle nqx eft. 

celui de la latitude apparente; qx = ftr« $. ^77 & 
nx ou » = I i— «c», $• a^p; donc Sqnx = 

î~^^^ = «^^^ = SCiî latitudes) X«V S^ ^3^ ' 

flSi. Afin de fidre une application de cette diemière 
formule , fuppofons que d'après Thypothèfe fphérique 
on a déterminé la latitude de, la Haye .de 5^® 4p' 30'', 
ce qui n*efl: par-conféquent que la latitude apparente 
dans notre fyftême des méridiens elliptiques ; voici le 
calcul pour trouver la vraie. » - : • 
Lat, de laHaye5i<>49'3o"le double 103© 39' iS 9,987557 

applatiflem. du globe terreftre au^ pôles ^ L 7)63827» 

-• Soin. 7,6ft58ft9 

qui efl: le hg.fin. de 14' 3a"; donc la vraie latitude de 
la Haye eft de. 5.a;> 4' a". 

s 8 a. D'après da^flëfinition que j'ai donnée^ Monfieur, 
du rayon ofculateûr §. 273, il eft évident qu'on peut le 
regarder pour tontes les latitudes comme le rayon du cer- 
cle ddnt le petit arc formé par le développement de l'élé- 
ment relatif de la développée feroit un des arcs ; en effet 
Textrémité r' du fil qui entoure la développée (fig. 14)^ 
dans le développemenc de Télément pp' décrit le petit 
arc rr*\ qui a par-conféquent même courbure qu'un arc 
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4^ cercle qui. auroit pour rayon r"^^; or il eft évident que 
les courbures de. ciercl^ font en rajfons inverfes de leurs 
rayons; car plus le rayon d'un cercle eii peut, plus la 
courbure eft .grande; & celle-ci diminue à mefure que 
lé rayôo augmente de longueur; donc d'après ce principe 
il iera âifé de comparer la courbure du méridien par une 
latitude donnée, avec la courbure du méridien par une 
jiucre latitude; ou encore avec la courbure de Téqua- 
teur qifi étant un cercle, a même courbure dans tous 
lès poiats. . ; ^ 

&83. Donc pour comparer la courbure du méridien 
BHNB. par la latitude bn (fig. 15} avec celle de Téqua- 
teur,. je ferai en appellanc cette dernière A & la pre- 
mière •; la proportion A : • :: i -^ • + 3«^^ : i +•» 

donc . = /^i X ^ \J;^\,,. = ^O+a-'-S-O 

2284. Propofons dous ^éhiellement de comparer la 
courbure .du méridien fous Téquateur avec celle de Téqua* 
ceur; je ferai en appellant la première /u, la proportion 

/^ :>i:: I — « .* i .+ •; donc a* = ^ X j-^^ 

r= AO "^ ^•)> donc la courbure du méridien fous 
réquâteur eft égale à celle de l'équateur multipliée par 
4e layon ofculateur du méridien dans fa moindre courbure ; 
car nous avons vu J. 3^75 que le rayon ofculateur fous 
îés pôles étoit = i . + ^«» 

085. Si on veut comparer cette plus petite courbure 
rdes méridiens avec celle de Téquaceur; alors en appellanc 
la prfsoière: <^9 nous aurons en ûiivanc les mêmes procé- 
dés que ci-defru$ la proportion z!!^ : / : ; i -{- ^^ • 

, + «; donc * =; A x' j:^ = ^ X Ci-«). 

Donc la courbure du méridien fous les pôles eft égale à 
«elle de Téquateur multipliée par le rayon ofculateur de 

Q3 



•« *l 
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h plus grande coufburt du» tôéHdîénî car tiôtlÉ' a^s' ^ 
S- î*75î ^^^ fous réquawar R li: i ;—'»/'' - 
•' t8â. Êit eompararit cette, yaffeur âé J* avec çèHie dSéjl 
trouvée ?tp, c^ièffi-h-Ôrref encottiparaotf etïJfemWé-là'coup- i 
Imté des mérîcfiens fbtrs' lés pt>Ies & fous réqèatèiir V' hons 
tturônsi h proporcîbn V : /et': i- ^ ( i — »>-: A (i'^" * **} 
î : I — 6>î ï -jl 2flj, ce qiieiiotts àirioni? trouvé tpm 
"de laite en mettant ^eftéinent en jtfatiqtie îe prîheîpè 

démontré $.282. - - * : ; 

287. De ce que nous avons démontré ci-deflRjs ; Môti^ 
^eur, il s^enfmc que des' degrés de latfcudeî fàbi entt^ëux 
en raifon irtvèrfe de îeors: Courbures; car évîdçriîrtrierrt teS 
:degrés de lâtimdbs font émr*etix cormire fetîrs rtjronS 
ofcufïKeurs: en eflfèt 5 èatife de k perfceflè des srcs étisà 
4egré relativement à la ca«rbc entière^ oïi peut les r^ * 
garder comme des arcs de dHféperrts cercles qui ont pour 
rayons les rayons ofculateurs petpendicalaîrea^ fnr chacca 
.de ces petits af es $é s&i; or^ le arc9 d^ua même nom* 
l}re de degrés oti parues de de^és de différents^ cercles 
font entrViox comme leuf rayons; jdonc' les d^^ des 
méridiens font proportionnels aux rayons ofculateurs pour 
cbaque htkude. Aihfi étant propofé de déterminer la 
longueur du degré m du méridien fous Féqwaaeur^ le degt^ 
de çç dernier étant e^ je' ferai la proportion m ; e i \ 

(i' -r- 2i#). Faifons rappliçatipn d^ celte fbnmAefv 
le problême fuivant. 

- 288. PaoBL£Mi« Etant donnée bloogueur du paye» 
équatorien de la terre = 3277103 tpîfes, trouver ce& 
du degré ^îes mérîdieBs fous Péqtjateur? 

Pour réfoudre ce problème, il faut que je détermine 

d'abord la longueur du degré de Téquateur; or, parfc 

rapport des deux nombres 113 & 355 qui eft à- peu àt 

. çhqfe près celui du 4î^mètre g la cirçoiiferei&çe; j,e trpuyf 
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que leraybft dé tout cerdeeft fenfiMeinenc = 57°i7'45'' 
= ^o6i6^\ àînfi le <ittetriènie terme de la proportion 
^o6%6^'} j6op" (qui cft le nombre de fécondes qui ^n- 
trent daps|\?s 4^1 3 M St^TÇ^iftS toifes 157197 toifes 
me don))ie la^loc^ii^r di»d€^é de Téquaceur. Or, d'après 
rhypothéfe q«e ragplacillènient de la terre aux pôles eft 

^ l|^i y'^^^ ^^= ofs^ "^ 0,004348; donc I— a« 

^== ^99^.13^4» ^par•coIlféquen£ ]g longuejur en toifes 
4u degré cherché' =57^97 X 0,991304 = 56700 

toifes. ' 

a 89. Sok h la longueur du degré du méridien aux 
pôles, nous aurons, en fuivant toujours le même principe, 
la proportion h z e 11 i -{-a» : i + «; donc Â = a 

X ^ "T ' ^ "" ' ' ^ « X 1 + «. Introduifanc dans cette 

fofftmle tes mêmes valeurs de ^ & » que dans le pura- 
^aphe précédent, nouôaurojDs ^=2257197 X 1^004548 

fip^k Enfitt pour troîiànie exempte propofons nous de 
toouver la toogueur en iioifts du degré^ méridien par 5 1^^ %' 
dèkdmde: nous ferons en TeprèfiÂicant ^^ cblle-ci par A 
lu pr^portum : « : : i -^ «» ^ 3^» : t 4* ^ ^ 

^nç > = « X ^ ^r+^/'' ' ^ «= ^ X (î - *• 
^ %0S^) Si: tf X (» + « — 3«c*)* Voici le 

^Cttl 



Q4 



«4? O P U S U t E S 

?= S^' ^N t ♦ i » ' h-e 9,7890184 

: Ldea 0|477iai3 Jt 

Ldea*» o,o55t58i> 
Lde • 7;638a7»a5 

L de 3«c» 7,^934303 

3«»c» = (V>04937 

I + • = 1,004348 

ï + • — 3«»c» = 0,999411 

' < = 57.97 



69Sf 

^995 

9994 
69959s 

499705s 



(^i ^ «— . 3«f) <î :53 4) =x 571^3,31 toifes. 
291. Par la formule du 5^*7 ^» ^ui eft a: =r r -f» 
tr», il me fera aifé de trouver la valeur du rayon du 
parallèle par u^e latitude quelconque & d*en conclure 
la longueur du degré de longitude par cette; latitude. 
Ainfi par $2<* 2' de Jatitude je trouve que le rayon do 
parallèle eft de 2021567 toifes; j'aurai donc la valeur 

du degré c^erc})é en multipliant ce rayon par -Hj (*y^ 



(*) SoU généralement r la longnenr en tolfes d'^ri rayon de 
cercle; pour avoir la longueur en même mefure d'un degré de ce cei^ 

de, je fat» I3 proportdoB US ? 355 : : r .* ^ X "i cequ*. 

tti^me teiffiç e(| ^vid^mmçot Ul<»>ps<tf d.f 1> deo^ çirçonfére«-> 
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ce 9DÎ me dôme pour réfukat'35ft8:3rî«oîfe3* Voilà , 
Monlîeur, comment oa peut former 4es càhlcs des^grétr 
de lacicudes $c longitudes par toutes les latitudes. . .\ 

â^%. Il eft encore, Monfieur^(^.netccery(léme.e^^ 
rdîde, une ligne bien; eflèntielle ^ £onnokre(, c'eft la 
diftance de chaque; degrés de latines au çeptre de la 
terre ^ qu^n appelle rayf^rts du fphérotde; car les révg-^ 
lacions apparentes, ou^reelles des aûres autour de notjpf^ 
giqbêjfpnc tçujouFs rçlauves au centre de la tcgre ; donc 
^ faut connpitre cèt;ce diftanceipour calculer les vraies 
parallaxes dont lés cûçnoiflànces font ii utiles, en aftro- 
' iloniiejur tout, pour en obtenir les dift^nce^ du Soleil 
&.de notre fatellite à Ja^terre & par la pren^ière, celles 
des fîx .aqtres planète; au ceno^e ^ la terre. :. 

Pour coimoitre Ja longueur .du r0(fm du fphéroïdô 
KQT par UQie latitude quelconque ^M.^^g* 155, i&ifais 
attention gye dans le triang le reftangte ndq , . j'ai 

|/; {X-ÇL^^ 4r>y<Cw mettant po'ur;y ik valeur tî^ 

& mettant à la place de ^ ^ x leurs- Valeurs , fiiéi 
ftppellanç A le rayon du fphéroïdeeajqueftion^ l'équation 



«, parconféqueiit celle d'qn degré fera ,^^ ^^^; ' X f csr 



'^ 29340 4008* 



Q5 



. %,y. A««ciiMe.;A(ntiI»ÉU(»lii!i^ Ïï1èsàbi6h'm ëè 

tÉftwetm&ttm/àèa kmgtieun dM niy^s<fo'lM^Md« 

terreftre par totce» latitudes . en pwm ivi fa^on â<$ 

rfi^iSttr.^ Po» ftin» dbux appticBckMâ rift>ibpéèi de 

éôrfè ft)rm«d« A » I 4. «*<-", j* vois <|tt'à Féquirteur 

OÀ <-=e 1, j*ât «.- a= ï 4 » (ce'qai.eftévkteift, cwi 

reqftàteïirle^ay©!!^ dttïiftgttmd cewteeft tihî dufpïwSrdîael 

eé-aux |»oIes où <? sa o, fai x a: i; dl^«SfréMdit àml 

fdiei le déai axe-difc la teftë eft te' Wytja do fpMwitte. ' - 

' ijjKf. CoBnoiflàot ta loBguew âtr wyoa do fphéroïtte 

en i»rries <hi rayoh dé PéqUatéuf y ^Pauta'aifôtiieM eo 

<oife*én là mtAtiptiimk pof $zy^tûf évà eft le ndtnbrt 

ae-tolfts dtt rayon d* Véqaateat, & âmknt le produit pa* 

ï + • = J,o»434*' Voki 1» feromle poat^pftfvett» 
aireéimiCDt k et ï*0il«fc ■- . ' — *^ . 

"Sdk $jxi <^77iûs toifès & r li loftgoetir chetcbé* 

tn toife» dtt rayi^ d^rph^ite pjfr une htittwte quefeoB^ 

ipe( j« fehrilâçfOiiiDrtion z 4.' «• j^ r -^ ^c^ : • * ; *r; 

donc r « » X- ï*$^ « ^ )X. < t —» -^-ifC^} 

=? « ( t -^ ^«^i •Ç'aifoto^ Tapplication de cette, formule 
« .PRCBLBf». TrbuvfcrTalonguèutidii rayon 'dafldiéfoîdb 
j§r:5ao lî' delatitwjf?. ,,,..., 

li..;:...-. L* pigptjjrip^ ' 

.. . ...lif sr^^SStl . . - . _ . 

L»** 7»43i73io .;--.._ 

«f* 0,00570s 

Kl—*»**) 9599880497 

Somme ($^5*43175 qui eft le logarithme de 3a^9<fgt 
vraie longueur en toifesdu rayon d« fphéroïde p|P ^[2» »' 
de latitude. '~ . 
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soc. Nous avons f& 5;.»3d:<itfea.app«U^tJ» la paral- 
laxe horizontale ^un aiftre pair une certaine lautude ter- 
reftre, a le rayon de la. terre par cette même latitude, 
r & jqui «ft aaueHeéenf ce qufr nous ai^eUeps fayd^ta» 
fphéroïde terreftre) p la parallaxe horizontale équato- 
xienne & r le rayon, de la terre fous réquaeeôr, on avoic 

j> == ^ ^ i; mais Si> ou Amplement p (àcaufe de 

la petiteffe deFangle) = 7 » «» appettanç à k diftao* 
^édii centre de raftre à celui de la terre àinfi que nous 
rayons fait %. 434. Donc «'' = j = à~^' ^*?! 

*ft , Monfîenr, la formide dont je me fervirois fi je vou- 
Jois conftruire une table des paraltaes horizontale^ pour 
^owes ïe» latitudbr 



F I N. 



FAt^ 



FAUTES 

tris efentkïks à corriger,] 

-^ 34 au haut de la table yd -^ i lifez y* — i 

•^— 30 /«:». 4 multipliant /^«z multiplient 

41 àlanote //^. 5 z. 3.»., /f« 4. _3.a.i.o 

r 44 /#:?».(? X =* y 4. e" ///èz y X c" 



— — 45 %». II 



5? iig'9 



'^=lX 



35^ -«ir^^ m 



3s —3 



-I 1 / 



— &C^//^ 



. — - 57 %»• 1 1 môm'e j^wte. 

.- — 62 /»;§«. <5 81 Kn ifez tiyn 

53 dernière ligne |/il lifezy- 

— — 64 //g», ia X Ayez X» \ 

~ pa %». 1 » de la n ot^ f < y {^ ^-^ k^^ 

f > yt' + d \ 
u — 124 la progreffion arithiriétique qui Hnit la lettre X 

ne doit pas avoir le tdrme i qui eft au-milieu, 

&— ia6 lign. 17 nr^ — lifèz . " ■ 

126 lign. 20 K(f + &A //y^2 CKf + &C 

»57 ''<?»• a diftant /(^a; didfance. . ' 



Vage ftltf Tign. 8 hondres ces detne Hfez horaires de ces 
deux , « 

Planche I fig. a , Qr ^ ^ corde de lare compris 
entre les côtés bd , ad ,& qx eft perpen; 
diculaire fur bd. 

Fautes j«w» eJfentieUes. 

Pase la dernière Ugne complet te lifèz complette. 
—f- 1* liah. ao convenable /«/fez convenable 

,^ /,|». 6 dénomînater lifez dénominateur 

15 lign. 15 chaques lifez chaque 

I* lien.ti même faute 

^ ai lign. g delà note cinquème lifez cinquième 

„' 33 lign. 6 de la mte indiquée lifez indiquée 

— — 54 lig»' 4 au-paravant lifez auparavant^ 
— — <4 Ue.n.5.0 o na lifez on a 

Wlign. ©• 10 préfente /îr«prérenc 

88 7<g«. if. 'fe ta "ote appelons Itfez appeUeron^ 

«„ 89 lign. 7 également lifez également. 

110 lign. 4 négatif lifez nég^ùî 

_— H3 lign. 5 s'employe Itfez s emploie 
.^_— 13» lign. 15 chacuns lifez chacun 

ï6o /<g«. 9 deux /(/«2 d'eux 

— — 199 lign. a9 ^erig^ /<y«z périgée 

ao3 %«. 4 point li/èz points 

*•— 405 lign. «4 méridiens /i^z méridien! 



• \ 



